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Pou�ité prom � nné, veli � iny, symboly a zkratky 
 
x [1] sou�adnice délky trubice  
r [1] sou�adnice polom� ru  
�  [rad] sou�adnice úhlu  
t [s] � as  
u [m/s] rychlost ve sm� ru x (Eulerova) 
v [m/s] rychlost ve sm� ru r (Eulerova) 
w [rad/s] rychlost ve sm� ru �  (Eulerova) 
U [m/s] rychlost ve sm� ru x (Lagrangeova) 
V [m/s] rychlost ve sm� ru r (Lagrangeova) 
W [rad/s] rychlost ve sm� ru �  (Lagrangeova) 
us [m/s] rychlost ve sm� ru x (pro Poiseuilleova proud� n)  
u1 [m/s] rychlost ve sm� ru x v míst�  1 
u2 [m/s] rychlost ve sm� ru x v míst�  2 
ax [m/s2] zrychlení ve sm� ru x  
av [m/s2] zrychlení ve sm� ru r  
a�  [rad/s2] zrychlení ve sm� ru �   
Sxx [Pa] normálové nap� tí ve sm� ru x  
Srr [Pa] nap� tí ve sm� ru r  
S��  [Pa] nap� tí ve sm� ru �   
�  [Pa] te� né nap� tí  
e [1] pom� rné prodlou�ení  
F [N] síla  
f [N/m3] síla na jednotku objemu  
a [m] polom� r trubice 
a0 [m] nedeformovaný (základní) polom� r trubice 
d [m] pr� m� r trubice  
h [m] tlouš� ka st� ny trubice  
l [m] délka trubice  
p [Pa] tlak  
pp [Pa] tlak na pístu 
pw [Pa] tlak na st� n�  trubice 
p1 [Pa] tlak v míst�  1  
p2 [Pa] tlak v míst�  2 
h1 [m] výška vodního sloupce v míst�  1  
h2 [m] výška vodního sloupce v míst�  2 
�w [Pa] te� né nap� tí na st� n�   
ks [Pa/m] tlakový gradient  
�  [s-1] frekvence  
T [s] délka periody  
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�  [1] Womersleyho � íslo, frekven� ní parametr  
E [Pa] Young� v modul pru�nosti  
E	  [Pa] Rozší�ený Young� v modul pru�nosti  
	  [Pa] Poissonova konstanta  
�  [m2/s] kinematická viskozita  
�  [kg/m3] hustota  
J(0)  Besselova funkce prvního druhu nultého �ádu 
J(1)  Besselova funkce prvního druhu prvního �ádu 
c0 [m/s] rychlost zvuku pro nevazkou tekutinu  
c [m/s] rychlost zvuku pro vazkou tekutinu  
�  [komplexní] parametr popsán rov. 2.2.10 
�  [komplexní] parametr popsán rov. 2.2.11 
z [komplexní] parametr popsán rov. 2.3.16 
g [komplexní] parametr popsán rov. 2.3.17 
G [komplexní] faktor elasticity  
g [m/s2] gravita� ní zrychlení  
Q [m3/s] objemový tok  
Re [1] Reynoldsovo � íslo 
�  [1] Sou� initel t�ecích ztrát 
PIV  Particle Image Velocimetry 
LDA  Laser Doppler Anemometry 
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1 Úvod 

1.1  Motivace  
Ji� po dobu n� kolika let se zájmem zjiš� uji, jaké mo�nosti nám aplikovaná mechanika 

dává z hlediska funk� ní v� dní disciplíny. Samotné studium nás nejen seznamuje s fyzikálními 
zákony, ale u� í nás je také pou�ívat. Aplikovaná mechanika je tak kolob� hem, kde z analýzy 
problém�  a jev� , které nás obklopují, vytvá�íme hypotézy a formulujeme zákonitosti, kterých 
pak vyu�íváme p�i syntéze nových funk� ních celk� , p�ípadn�  poznané zákonitosti vyu�íváme 
ke korekcím ji� fungujících mechanism� .  

Zajímá nás práv�  funk� nost a tak, na rozdíl od filozofie, máme snadný výb� r toho, co 
je podstatné. Není t�eba vytvá�et absurdní teorie a modely, jen proto �e je to mo�né, 
v p�ípad� , kdy nejsou funk� ní. Nemá cenu se zabývat modelováním p�ípadu, který nem� �e 
nastat. Naopak. Je náplní precizní práce zabývat se teoriemi a modely, které fungují, 
zjiš� ovat, za jakých podmínek jakým zp� sobem fungují, zjiš� ovat p�í� iny nep�esností a sna�it 
se jejich funk� nost vylepšit. 

Z hlediska biomechaniky i díl� ím pohledem hemodynamiky, je samoz�ejm�  objektem 
zájmu �ivý organismus. Snahou je tak nalézt a porozum� t fyziologickým i fyzikálním 
zákonitostem, tyto zákonitosti dokázat ov�� it a vyu�ít. 

Vzhledem k mo�nostem naší laborato�e hemodynamiky a práci, kterou tímto sm� rem 
ud� lali moji kolegové, jsem se rozhodl, �e náplní mé diplomové práce bude modelování 
pulza� ního proud� ní v pru�né trubici. Domnívám se, �e jde o další logický krok v modelování 
proud� ní krve v cévách, který m� �eme v naší laborato�i ud� lat. Moji kolegové ov�� ili 
mo�nosti prom�� ování proudových charakteristik v modelech r� zných geometrií, 
p�edstavujících b� �né objekty zájmu z pohledu hemodynamiky (bypass, aneuryzma, stenóza, 
bifurkace). Tyto modely však m� ly v�dy tuhé st� ny, co� jist�  neodpovídá situaci v �ivém 
organismu.  

Vliv pru�nosti st� ny na samotné proud� ní krve je � asto diskutované téma, ale není 
zatím zcela jasn�  ov�� eno, za jakých podmínek jej lze opravdu zanedbat a jaký vliv má na 
zm�� ené hodnoty r� zných veli� in. Ve své diplomové práci tedy za� nu s m�� ením v modelech 
s pru�nou st� nou. Bude to dlouhá cesta od ov�� ení m�� icích metod, po výrobu model�  a� 
k sestavení m�� icí trat� , nastudování matematických model�  pro taková proud� ní a nakonec 
porovnání nam�� ených výsledk�  s teoretickými p�edpoklady. Provedu výše zmín� né alespo
  
pro nejjednodušší prom�� ovanou geometrii, tedy pro válcovou trubici. 

1.2 Sou� asný stav 
Studium pulza� ního proud� ní v pru�ných trubicích v sou� asnosti probíhá v n� kolika 

sm� rech. Hlavními v� tvemi výzkumu jsou matematické modely a experimenty. Z hlediska 
�ešení matematických model�  jde o hledání �ešení v analytickém tvaru a jeho následné �ešení 
numerickými metodami. V p�ípad�  experimentálních prací se � asto ov�� ují fenomény 
predikované výpo� ty. Z hlediska nestacionárního proud� ní pru�nými trubicemi, je � asto 
�ešena otázka stability a vzniku chaotických jev� , � asto se provád� jí pokusy ov�� ující 
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p�edpoklady kolapsu trubic p�i ur� itých tlakových pom� rech a také kmitání st� n trubice 
buzené tokem tekutiny.  

Jak uvádí � lánek [10] (Grotberg J., Jensen O.,  Biofluid Mechanics in Flexible tubes), 
z hlediska hemodynamiky je zásadní uva�ovat poddajnost kanál�  p�i proud� ní tekutin v t� le 
p�edevším z hlediska tlakových pom� r�  uvnit� a vn�  trubice (transmurální tlak). Stejn�  tak je 
podle autor�  d� le�ité zkoumat jak vlastnosti st� n, tak samotné tekutiny, a proto se v tomto 
review v� nují také proud� ní vícefázovému (co� lépe odpovídá vlastnostem krve). 

Zam�� ím se v této úvodní rešerši na poznatky ohledn�  proud� ní newtonské tekutiny 
v pru�ných trubicích. V této � ásti auto�i upozor
 ují, �e je d� le�ité sledovat, jak tlak v krevním 
ob� hu klesá od relativn�  vysokého v aort�  a� po nízký v oblasti �ilního návratu. Vzhledem 
k dalším okolnostem, ke kterým v lidském t� le dochází je velmi � asté, �e hodnota 
transmurálního tlaku klesne tak, �e dojde k lokálnímu kolapsu cév, co� zna� n�  ovliv
 uje 
proud� ní celým krevním ob� hem. Tyto lokální kolapsy jsou zp� sobeny tlaky nejen od 
velkých sval� , ale i p�ímo srde� ními stahy, dýchacím systémem a samoz�ejm�  také vlivem 
hydrostatiky od gravitace.  

Jako ilustraci nejb� �n � jšího mechanizmu kolapsu poddajných trubic je uveden p�íklad 
Starlingova rezistoru (podrobn�  popsán v odstavci 2.3.1.3). Jde o p�íklad, kdy je mo�né 
m�� ením r� zných parametr�  zkoumat proces kolabování pru�né trubice. Snadno m�� itelnými 
veli� inami jsou pr� tok, vnit�ní a vn� jší tlak, p�ípadn�  tvar kolabovaného pr�� ezu. Tento 
relativn�  oblíbený experiment lze formulovat jako 2D nebo 3D úlohu a slou�í p�edevším 
k ov�� ení nebo stanovení matematických model�  chování kolabilních � ástí systému. 

Auto�i v tomto � lánku upozor
 ují také na mo�nosti zkoumání r� zných p�í� in 
nestabilního chování. Dalším záva�ným jevem je postup tlakové vlny systémem tvo�eným 
pru�nými trubicemi. I tento jev je mo�né zkoumat experimentáln�  a dovozovat tak ur� ité 
zákonitosti. Z hlediska hemodynamiky pova�ují auto�i za zásadní také rozkmitání trubic, 
nap�íklad p�i pr� toku krve stenózou, a dále také aktivní pohyb p�edevším periferií, které p� i 
mikroskopických rozm� rech kapilár dávají vzniknout velmi speciálním p�ípad� m proud� ní. 

Práv�  sledování jednoduchých p�íklad�  proud� ní, které navozují velmi komplikované 
dynamické chování, vede ke stanovení mnohdy relativn�  jednoduchých matematický model� , 
které tato chování postihují. 

V � lánku [11] (Bertram C., Pedley T., A mathematical model of unsteady collapsible 
tube behaviour) je takový model popsán a konfrontován s jinými matematickými modely a 
experimentem. Pedley pozd� ji popisuje i jiný fenomén vedoucí ke ztrát�  stability [12] (Pedley 
T., Longitudinal tension variation in collapsible channels: a new mechanism for the 
breakdown of steady flow), toti� vliv te� ného nap� tí tekutiny na podélné nap� tí st� ny trubice. 

Kombinace r� zných model�  chování a zat� �ujících parametr�  (okrajových podmínek) 
dává �ešení, která nejsou zdaleka jednozna� ná a mají podobu podivných atraktor�   [13] 
(Bertram C., She J., Numerical simulation of collapsible-tube flows with sinusoidal forced 
oscillations), které dávají tušit p�ítomnost chaotických jev� . 

Na postupu práce uvedené v [14] (Marzo A., Luo X., Bertram C., Three-dimensional 
collapse and steady flow in thick-walled flexible tube) je mo�né ukázat jakým zp� sobem je 
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v sou� asnosti nej� ast� ji �ešen problém kolabilních i obecn�  poddajných trubic z hlediska 
modelování proud� ní a chování systému jako celku. 

 
 

 
 
 

 
Výpo� et je v� tšinou veden základní úvahou znázorn� nou na obr. 1.2.1, kde je 

napo� ítáno proud� ní v základní nedeformované geometrii, poté je podle výsledk�  z rovnic 
ur� ujících proud� ní (rozlo�ení tlaku) pomocí rovnic mechaniky poddajných t� les napo� tena 
deformace trubice a touto deformací je zm� n� na p� vodní geometrie. Tento cyklus se opakuje, 
dokud nedojde mezi jednotlivými kroky k zanedbatelné zm� n�  geometrie. Takto lze �ešit i 
nestacionární úlohy s tím, �e po�adavek na konvergenci je � in� n v ka�dém � asovém kroku. 

 

  
 
 
 

Na obr. 1.2.2 je znázorn� n tvar poddajné trubice v jednotlivých � asových krocích 
simulovaných matematickým modelem. 

Z hlediska experiment�  jde � asto o nep�ímé ov�� ování matematických model� , jako 
vhodná ukázka m� �e slou�it práce [15] (Feng, J., Long Q., Khir A., Wave dissipation in 
flexible tubes in the time domain: in vitro model of arterial waves.), ve které auto�i pomocí 
m�� ení rychlosti tlakových vln v pru�né trubici usuzovali na mno�ství disipované energie 
podél dráhy tlakové trubice. Ukázali tak exponenciální závislost disipované energie na prošlé 
vzdálenosti, dále prokázali závislost disipované energie na pr� m� ru trubice. Jako modely 
v takových p�ípadech � asto slou�í r� zné latexové trubice, nebo jiné gumové trubice bez 
nároku na optické vlastnosti. Z hlediska vyu�ití optických metod m�� ení p�ímo rychlostního 

Obr. 1.2.2  Tvar trubice v pr	 b
 hu výpo� tu (p� evzato z [14]). 

Obr. 1.2.1 Schéma algoritmu výpo� tu (p� evzato z [14]). 
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pole jsou nároky na materiál model�  pom� rn�  komplikované. Mo�nosti optických metod p�i 
m�� ení na modelech, které dramaticky m� ní svoji geometrii, jsou zna� n�  omezené.   

Z tohoto hlediska je zajímavý experiment uvedený v [16] (Bertram C., Godbole S., LDA 
measurements of velocities in a simulated collapsed tube), který popisuje m�� ení p�ímo 
proudového pole metodou LDA (Laser Doppler Anemometry) v oblasti simulovaného 
kolabovaného elastického � lenu. Nešlo p�ímo o pru�nou trubici, ale o plexisklovou trubici 
promá� klou do obvyklého tvaru kolabovaných trubic. V podstat�  tak došlo k prom�� ení 
rychlostního pole v geometrii jednoho okam�iku dynamického procesu. Tento experiment tak 
odpovídá jednomu itera� nímu kroku ve výše uvedeném výpo� tovém algoritmu bez nároku na 
rovnováhu sil na st� n� . 
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2 Teoretická analýza problému 
V této kapitole je popsán postup odvození rovnic ur� ujících proud� ní v trubicích. Je 

popsán obecný postup sestavování takových rovnic (podkapitola 2.1) a dále je provedeno 
odvození rovnic pro proudové pole v tuhých trubicích (podkapitola 2.2) a v pru�ných 
trubicích (2.3). 

2.1 Popis proud � ní 

2.1.1 O� ekávání, cíle, postup 
Postup p�i popisu proud� ní jsem zvolil p�edevším na základ�  studia [1] (Zamir M., 

The Physics of Pulsatile Flow). Jde o publikaci, která sleduje nejen mechanické principy 
odvození proud� ní tekutin, ale pom� rn�  precizn�  popisuje také matematické operace, nutné 
k dosa�ení výsledných rovnic. Osnovu odvození z hlediska mechanických nebo 
geometrických zákon�  jsem se pokusil postihnout v následujících odstavcích, naopak jsem 
neuvád� l jednotlivé matematické operace. Publikace [1] je formáln�  � len� na odlišn�  ne� 
mnou uvedené odstavce, podotýkám tedy, �e jsem se o postup uvedený v [1] opíral p�i tvorb�  
odstavc�  2.1, 2.2.1, 2.2.2, 2.3.2 této práce. Ned� le�it � jší výsledné rovnice pou�ité i pro 
ukázku �ešení jsem uvedl i s p�íslušným � íslem rovnice uvedeným v publikaci [1]. 

Matematický popis proud� ní si klade za cíl jednozna� n�  popsat proud� ní tekutiny 
pomocí veli� in závislých na ur� itých parametrech. Rovnice popisující proud� ní jsou spíše 
rovnicemi mechaniky � ástic tekutiny, nejde tedy ve skute� nosti o popis chování tekutiny jako 
celku. Z makroskopického hlediska se jedná o materiálové body v tekutin� , kterými � ástice 
tekutiny skute� n�  jsou. Ne� lze dosp� t k samotnému popisu nestacionárního proud� ní 
v pru�né trubici, je t�eba projít odvození rovnic proud� ní obecné vazké tekutiny, poté p�ejít 
k ur� itým zjednodušením a omezením pro konkrétní p�ípad. Tuto je t�eba vykonat proto, aby 
bylo z�ejmé z jakých p�edpoklad�  lze vycházet a jakých zjednodušení a zanedbání je t�eba se 
dopustit, proto�e práv�  to ur� í rozsah platnosti takto odvozených rovnic. 

Proud� ní lze pova�ovat za popsané, je-li k dispozici informace o pohybu ka�dé � ásti 
tekutiny v ur� itém � ase. Z tohoto po�adavku vyvstávají základní problémy, se kterými se lze 
setkat. Jde o to identifikovat � ástice tekutiny a dále popsat jejich pohyb. Pohyb � ástice je 
ur� en, je-li známa její poloha, rychlost a zrychlení. 

Ji� v tomto krátkém úvodu je uvedeno n� kolik veli� in; poloha, rychlost, zrychlení 
� ástice tekutiny a tyto všechny veli� iny jsou v obecném p�ípad�  funkcemi � asu. Poloha 
v cylindrických sou�adnicích se popisuje prom� nnými x, r a �  (obr. 2.1.1). 

Obr. 2.1.1 Cylindrický sou� adný systém. 
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Aby bylo mo�no polo�it základ matematického popisu proud� ní, je zapot�ebí zvolit 

ur� itý postup odvozování a zavád� ní prom� nných na základ�  ur� itých p�edpoklad� . V tomto 
sm� ru se v minulosti zformovaly dva základní pohledy na popis proud� ní. Je to popis 
Lagrange� v a popis Euler� v. Dále je tedy nezbytné zvá�it, jakým zp� sobem popisovat 
rychlosti a zrychlení. 

2.1.2 Lagrange � v popis rychlosti 
Popis rychlostí podle Lagrange je popisem rychlostí jednotlivých � ástic. Ka�dá � ástice 

m� �e být identifikována pomocí své po� áte� ní polohy. Ka�dá slo�ka rychlosti � ástice je tedy 
funkcí po� áte� ní polohy a � asu. Pro cylindrické sou�adnice tedy  

 

),,,( 000 trxUU F=  

),,,( 000 trxVV F=        (2.1.1) 

),,,( 000 trxWW F= , 

 
kde x0, r0 a � 0 jsou sou�adnice po� áte� ní polohy � ástice a U je rychlost ve sm� ru 

sou�adnice x, V rychlost ve sm� ru y a W rychlost ve sm� ru �  v � ase t. Tento popis není p�íliš 
vhodný kv� li pot�eb�  takto popsat ka�dou � ástici, � ím� enormn�  nar� stá objem 
zpracovávaných dat. Výhodou je, �e jsou popsány skute� n�  rychlosti skute� ných � ástic a je 
proto snadné derivací rychlosti dosp� t p�ímo ke zrychlení. I p�es svou nespornou logiku však 
kv� li výše zmín� né nevýhod�  nebývá tento p�ístup pou�íván. 

2.1.3 Euler � v popis rychlosti 
Další mo�ností jak popsat pohyb � ástic tekutiny je Eulerova metoda, která nepopisuje 

rychlost konkrétních � ástic tekutiny, ale popisuje rychlost � ástic, které se v ur� itém � ase 
nacházejí v daném míst� . Je-li rychlost v ur� itém míst�  popsána takto 

 
),,,( trxuu F=  

),,,( trxvv F=         (2.1.2) 

),,,( trxww F= , 

  
je tím myšlena rychlost v míst�  x, r, �  v � ase t, i kdy� v ka�dém r� zném � ase se na tomto 
míst�  nalézají r� zné � ástice. P�esto�e tento popis se zdá mén�  logický a je pon� kud t� �ší ho 
interpretovat, ve skute� nosti je mnohem vhodn� jší k �ešení a popisu proud� ní. 

2.1.4 Popis zrychlení 
Zrychlení ze své definice je zm� nou rychlosti, tedy derivací rychlosti podle � asu. Je 

však nutné si uv� domit, �e z fyzikálního hlediska, je zajímavé zrychlení konkrétního objektu, 
pro aplikaci pohybového zákona je nutné znát zrychlení hmotného bodu. Je tedy patrné, �e 
v p�ípad�  Lagrangeova popisu rychlosti sta� í rovnice rychlosti definované vztahem 2.1.1 
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zderivovat podle � asu (hodnoty x0, r0 a � 0 se v � ase nem� ní) a získáme zrychlení � ástice 
identifikované její po� áte� ní polohou. Jednotlivé slo�ky rychlosti po derivaci p�ejdou na 
jednotlivé slo�ky zrychlení takto 

 

t
U

ax ¶
¶

=  

t
V

ar ¶
¶

=          (2.1.3) 

t
W

a
¶

¶
=F .      

 
Tato jednoduchá operace je však mo�ná pouze pro Lagrange� v popis rychlosti, který 

vzhledem k nutnosti identifikovat � ástice jejich po� áte� ní polohou není vhodný pro další 
operace. Naopak v p�ípad�  Eulerova popisu rychlostí pouhé zderivování výraz�  2.1.2 nedává 
zrychlení � ástic v poloze x, r, � . Zderivováním t� chto výraz�  podle � asu, lze dostat zm� nu 
rychlosti proud� ní v daném míst� , nikoliv však � ástic, které se v daný okam�ik v tomto míst�  
nalézají. Jak je zmín� no výše, pro Newton� v pohybový zákon je sm� rodatné zrychlení 
objektu, nikoliv zm� na rychlosti r� zných objekt�  v jednom míst� . Proto je nutné se i 
v p�ípad� , �e jsou známé rychlosti popsané Eulerovým popisem, zabývat jednotlivými 
� ásticemi. Je tedy nutné pohlí�et na sou�adnice x, r a �  jako na okam�itou polohu � ástice 
pohybující se prostorem. Ve vztahu k této � ástici jsou tedy i sou�adnice x, r a �  funkcemi 
� asu. Je nutné si p�edstavit Eulerovu rychlost ne jako rychlost v tekutin�  na n� jakém míst� , 
ale p�ímo jako rychlost � ástice tekutiny, která se v tomto míst� , jakoby shodou okolností, 
zrovna nalézá. Zrychlení této � ástice lze získat totální nebo té� materiálovou nebo té� 
substancionální derivací t� chto rychlostí 

 

F¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=
u

r
w

r
u

v
x
u

u
t
u

ax  

r
wv

r
w

r
v

v
x
v

u
t
v

ar

2

-
F¶

¶
+

¶
¶

+
¶
¶

+
¶
¶

=      (2.1.4) 
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Vzhledem k zak� ivení cylindrického sou�adného systému jsou u av a a�  p� idané další � leny. 

Je tedy d� le�ité si uv� domit, �e derivace rychlosti podle � asu, je v tomto p�ípad�  
opravdu pouhou zm� nou rychlosti v daném míst� , co� nep�edstavuje opravdové zrychlení 
� ástice, která se v tomto míst�  nachází. Zrychlení � ástice je a� totální derivace vzhledem 
k � asu. 

2.1.5 Formulace rovnic proud � ní 
P� i formulaci rovnic popisujících proud� ní obecn�  je nutné brát v úvahu, �e se tyto 

rovnice v�dy týkají ur� itého bodu, a proto je nutné také všechny veli� iny ur� ovat pro tento 
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samotný bod. Nelze tak ve skute� nosti hovo� it o objemech � i p�ímo hmotnostech, v ka�dém 
bod�  je t�eba uva�ovat hustotu, která má kone� nou konkrétní hodnotu i v p�ípad�  nekone� n�  
malého rozm� ru uva�ované oblasti tekutiny. Proto je práv�  hustota veli� inou, která spojuje 
makroskopické hledisko problém�  proud� ní s vyjád�ením rovnic popisujících toto proud� ní 
v jednotlivých bodech. 

Rovnice proud� ní jsou zalo�ené na zákonech ur� ujících hmotnost a hybnost � ástic 
tekutiny a práv�  proto je úvaha o hustot�  tolik d� le�itá. První zákon po�aduje, aby hmotnost 
� ástic z� stala zachována a druhý po�aduje, aby hybnost � ástic vyhovovala Newtonovu 
pohybovému zákonu. Proto�e hmotnost je skalární veli� ina a hybnost je vektorová veli� ina, 
první z t� chto po�adavk�  dává jednu rovnici a druhý dává t� i rovnice. 

Jde tedy celkem o � ty� i rovnice, které dávají mo�nost volit celkem � ty� i neznámé. 
Nej� ast� ji t � mito neznámými jsou tlak a t� i slo�ky rychlostí, v eulerovském slova smyslu. Jde 
o veli� iny, které jsou v praxi m�� itelné a je tedy mo�no porovnávat experimenty a teorii. Lze 
to mnohem snáze ne� se vztahy nap�íklad pro samotnou hmotnost � ástice tekutiny, nebo 
p�ímo pro síly, které na ní p� sobí.  

Úkolem je tedy nalézt rovnice popisující proud� ní na základ�  zákona zachování hmoty a 
zákona zachování hybnosti vyjád�ené pomocí tlaku a rychlosti. V dalším odvozování lze 
uva�ovat hustotu a viskozitu tekutiny konstantní, v obecném p�ípad�  by i tyto veli� iny byly 
vázány dalšími rovnicemi. 

2.1.6 Zákon zachování hmoty  
P�esto�e bylo uvedeno, �e je t�eba uva�ovat rovnice v�dy v ur� itém bod� , je pro 

formulaci zákona o zachování hmoty nutné uva�ovat ur� itý objem v okolí tohoto bodu. Tvar 
takto uva�ovaného objemu p� irozen�  vychází z u�itého sou�adnicového systému. Zákon 
zachování hmoty1, který hovo�í o tom, �e hmota nikde nevzniká ani nezaniká, pak lze 
p�eformulovat do bilance tekutiny vstupující do a vystupující z tohoto objemu. V ka�dém 
okam�iku se musí rovnat tok do tohoto objemu toku z tohoto objemu, pokud není uva�ována 
stla� itelnost tekutiny. Takto p�eformulovaný zákon zachování hmoty proto je proto nazýván 
rovnicí kontinuity, proto�e práv�  p�edstava kontinuálního toku tekutiny z makroskopického 
hlediska  umo�ní tento zákon vyjád� it pro konkrétní bod. Rovnice kontinuity má pro 
cylindrický sou�adný systém tento tvar 
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=
F¶
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.      (2.1.5) 

2.1.7 Zákon o zm � n�  hybnosti 
Newton� v pohybový zákon �íká, �e zrychlení � ástice krát její hmotnost je rovno 

výslednici všech sil p� sobících na tuto � ástici. Uva�ujíce odd� len�  tento zákon pro ka�dý 
sm� r sou�adného systému, lze psát 

 

                                                 
1 Samoz�ejm�  je uva�ována newtonská mechanika bez relativistických jev� .  
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xx Fma =  

rr Fma =         (2.1.6) 

FF = Fma .      

 
Po vyd� lení t� chto rovnic objemem � ástice bude na levých stranách namísto hmotnosti 
hustota a na pravých stranách budou síly vzta�ené na jednotku objemu.  

 

xx fa =r  

rr fa =r         (2.1.7) 

FF = far .      

 
Stejn�  jako u rovnice kontinuity jsou tyto rovnice vzta�ené na konkrétní bod 

v proudovém poli, respektive na � ástici, která se v tomto bod�  nalézá. Je významné si 
uv� domit, �e tyto rovnice jsou platné, ani� by byla známa velikost � ástice nebo její hmotnost. 
Problematické ale m� �e být vyjád�ení sil na pravých stranách rovnic, proto�e tyto síly jsou 
v praxi t� �ko m�� itelné. 

2.1.8 Síly p � sobící na � ástici tekutiny 
Síly, které p� sobí na � ástici tekutiny lze obecn�  rozd� lit na objemové a povrchové podle 

toho, jestli se realizují stykem jiných � ástic na povrchu vyšet�ované � ástice, nebo p� sobí-li 
p�ímo na hmotu � ástice, nap�íklad gravita� ní nebo magnetické pole. P�íkladem povrchových 
sil je tlak nebo te� né nap� tí. 

Objemové síly p� sobí p�ímo na hmotnost � ástice, je mo�né je vyjád� it jako sou� in 
hmotnosti a zrychlení, nebo p� i uva�ování jednotky objemu by m� l tento výraz formáln�  
shodný tvar jako výraz 2.1.7. Pro mnou dále uva�ovaná proud� ní nebudu objemové síly 
uva�ovat, proto�e budu p�edpokládat, �e proud� ní, které je p�edm� tem mého zájmu, bude 
hnané tlakovým spádem. 

Pro vyšet�ování povrchových sil p� sobících na � ástici tekutiny se op� t uva�uje kontrolní 
objem definovaný diferenciály sou�adného systému. Kontrolní objem má tedy šest st� n. Na 
ka�dou st� nu p� sobí jedna normálová slo�ka (S) a dv�  te� né (� ) slo�ky nap� tí. Celý systém 
t� chto sil p� sobících na všechny st� ny kontrolního objemu se nazývá tenzor nap� tí. Nap� tí je 
síla vzta�ená na plochu, vynásobením t� chto nap� tí plochami st� n lze ur� it p�ímo síly, které 
p� sobí na tyto st� ny v jednotlivých sm� rech. Obecn�  se odpovídající síly p� sobící na prot� jší 
st� ny liší v d� sledku rozm� ru kontrolního objemu, rozdíl je dán zm� nou t� chto sil na 
vzdálenosti t� chto protilehlých st� n od sebe. Nakonec lze všechny síly se� íst podle sm� r� , ve 
kterých p� sobí a vyd� lit velikostí kontrolního objemu a dostat 
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2.1.9 Konstitutivní vztahy 
Konstitutivní vztahy jsou z hlediska odvození obecn�  platných rovnic popisujících 

proud� ní nejv� tším problémem. Jde o vyjád�ení tenzoru nap� tí p� sobícího na � ástici tekutiny 
pomocí zvolených veli� in (eulerovské rychlosti, tlak, viskozita). Práv�  formulace t� chto 
vztah�  je výsledkem návrhu zalo�eného na kombinaci teorie a ur� itých empirických dat. 
Rozsah platnosti t� chto vztah�  je velmi obtí�n�  ov�� itelný a je tedy nutno je chápat jako ur� itý 
názor na to, jak se kapalina chová. U�ívané rovnice jsou zalo�ené p�edevším na p�edpokladu, 
�e te� né nap� tí je lineárn�  závislé na rychlostním gradientu. Dalším pom� rn�  zásadním 
problémem je chápání tlaku, který je v klasické termodynamice definován jako veli� ina 
v ur� itém klidovém stavu, kde p�edstavuje sílu p� sobící kolmo na plochu � ástice tekutiny bez 
ohledu na to, jakým sm� rem je tento povrch orientován. Uva�ování tlaku v proudící tekutin�  
ale tuto p�edstavu nezachovává, proto�e normálová nap� tí v r� zných sm� rech se ji� nerovnají. 
Tlak, který je pak nadále uva�ován je dán jako pr� m� rná hodnota t� chto nap� tí 

 

3
)( FF++

-=
sss rrxxp ,      (2.1.9) 

 
co� zapadá do p�edstavy konstitutivních vztah�  uva�ovaných v klidu. Dále je tady ješt�  
p�edpoklad, �e tenzor nap� tí je symetrický. 

2.1.10 Navierovy - Stokesovy rovnice 
Dosazením do zákona o zm� n�  hybnosti za síly vyjád�ené v p�edchozích odstavcích a za 

zrychlení podle výše uvedeného (2.1.4) lze sestavit systém rovnic, který spole� n�  s rovnicí 
kontinuity p�edstavuje základní op� rný kámen výpo� t�  proud� ní vazké tekutiny. Jejich 
platnost se zdá obecnou, je však t�eba mít na pam� ti všechny výše zmín� né výhrady k této 
obecnosti, p�edevším pak charakter konstitutivních vztah� . Tento systém rovnic se nazývá 
Navierovy - Stokesovy rovnice. Pro p�ípad u�ití cylindrických sou�adnic mají tento tvar 
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a pro úplnost znovu rovnice kontinuity 
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Navier - Stokesovy rovnice jsou odvozeny ze zákon�  o hmotnosti, hybnosti, zrychlení a 

sil p� sobících na � ástici tekutiny, mají nesporný význam p�edevším proto, �e �ádná z t� chto 
veli� in se v nich nevyskytuje. Poda� ilo se tyto zákonitosti vyjád� it pomocí t�ech slo�ek 
eulerovských rychlostí u, v a w a tlaku p. Lze tak získat rozlo�ení rychlostí a tlaku 
v proudovém poli, co� jsou veli� iny snáze m�� itelné a lze tak tyto výpo� ty konfrontovat 
s experimentálními výsledky. 

Velmi obvyklý zp� sob sestavování ur� ujících rovnic pro proud� ní n� jakého konkrétního 
p�ípadu spo� ívá ve zjednodušování t� chto rovnic. V praxi to vypadá tak, �e lze jednoduše 
vypustit jednotlivé � leny rovnic, které nemají v uva�ovaném p�ípad�  �ádnou váhu, rovnají se 
nule, nebo se jedná o veli� iny „malých“ hodnot vyšších �ád�  . 

2.1.11 Okrajové podmínky 
Znovu je t�eba p� ipomenout, �e odvození výše zmín� ných rovnic bylo provedeno v�dy 

v ur� itém bod�  proudového pole, ve kterém platí obecn� , co se polohy tý� e. Pro vyšet�ení 
celého proudového pole, je t�eba vy�ešit Navierovy - Stokesovy rovnice ve všech místech 
výpo� tové oblasti proudového pole, vzniklý systém rovnic je tak � asto dopln� n ur� itými 
okrajovými podmínkami. Mezi nej� ast� ji u�ívané okrajové podmínky pat�í nulová rychlost 
tekutiny na ploše, kde se stýká proud s tuhým povrchem, p�ípadn�  r� zné podmínky symetrie. 
Dále to mohou být okrajové podmínky rychlosti � i tlaku na vstupu nebo výstupu v p�ípad�  
vnit�ního proud� ní. Tyto podmínky lze definovat obvykle na základ�  ur� itých p�edstav 
o chování tekutiny v námi zvolené výpo� tové oblasti. 
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2.2 Tuhé trubice 
Po zavedení obecného postupu (podkapitola 2.1) se tato podkapitola v� nuje proud� ní 

v tuhých trubicích. Bude probrán postup pro odvozní vztah�  popisujících proud� ní stacionární 
(odstavec 2.2.1) a dále pro proud� ní pulza� ní (odstavec 2.2.2) v tuhých trubicích. 

2.2.1 Model Poiseuilleova proud � ní 

2.2.1.1 P� edpoklady 
V nejobecn� jším p�ípad�  s respektováním výše uvedených výhrad lze proud� ní v trubici 

popsat Navierovými - Stokesovýni rovnicemi. Lze zavést mnoho dalších p�edpoklad�  a 
omezení platnosti a� k popisu jednoho z nejjednodušších model�  proud� ní, tzv. Poiseuilleova 
proud� ní. 

P�edpoklady, které se uva�ují, aby bylo mo�né postulovat další vztahy jsou tyto: 
 - stacionární proud� ní 
 - laminární pln�  vyvinuté proud� ní 
 - newtonská kapalina (s konstantní viskozitou) 
 - proud� ní hnané tlakovým spádem 
 - rovná válcová trubka s dokonale tuhou st� nou 
 - rychlost proud� ní na st� n�  trubice je nulová 
Model Poiseuilleova proud� ní bude rozhodující pro porovnání a odvození i dalších 

model�  a re�im�  proud� ní v trubici. Vzhledem k zam�� ení mé práce a p�edevším 
k mo�nostem mnou u�ité metody m�� ení se zam�� ím na vyjád�ení vztah�  popisujících práv�  
rychlostní profil. 

2.2.1.2 Odvození z Navierových - Stokesových rovnic  
Je-li za základ odvození vztahu pro rychlostní profil pova�ován systém Navierových - 

Stokesových rovnic, je vhodné zmínit n� které kroky jejich zjednodušení. Je-li trubice rovná, 
kruhového pr�� ezu a nep� sobí-li na ní vn� jší síly, proud není �ádnou silou stá� en a proud� ní 
je symetrické podél osy trubice. Úhlová slo�ka rychlosti je rovna nule a stejn�  tak všechny 
� leny s derivací podle sou�adnice �  jsou nulové. Podmínka pln�  vyvinutého proud� ní anuluje 
také derivace rychlostí u a v podle sou�adnice x. Po zjednodušení vztah�  tímto zp� sobem a 
integraci rovnice kontinuity lze polo�it sou� in rv rovný konstant�  a z podmínky nulové 
rychlosti na st� n�  lze usoudit, �e slo�ka rychlosti v je všude v tomto proud� ní nulová. proto 
jsou také nulové všechny � leny v Navierovy - Stokesovy rovnici z pohybového zákona ve 
sm� ru v a tak lze usoudit, �e i derivace tlaku podle sou�adnice r je nulová. Tak�e i takové 
� leny lze vypustit. Nyní ješt�  nebylo aplikováno omezení na stacionární d� j a je tedy v tuto 
chvíli mo�né uvést vztah, ke kterému lze podle výše uvedeného dosp� t. 
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Toto je ur� ující rovnice pro proud� ní jak stacionární tak i nestacionární v trubici 
kruhového pr�� ezu. V p�ípad� , �e je trubice dokonale tuhá, je v tomto p�ípad�  tlak funkcí 
pouze sou�adnice x a � asu. Rychlost je funkcí pouze polom� ru a � asu. Pokud by trubice 
nebyla tuhá, došlo by vlivem poklesu tlaku podél sou�adnice x ke zm� n�  polom� ru a 
v d� sledcích vyplývajících z rovnice kontinuity by se i rychlost stala funkcí sou�adnice x. 

Pro stacionární d� j je mo�né vypustit také derivaci podle � asu a tím p�ejde výše uvedená 
rovnice na tvar 
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� len na levé stran�  p�edstavuje tlakový spád, dále ozna� ovaný jako ks, a pravá strana 

reprezentuje viskózní odpor tekutiny. Vzhledem k tomu, �e pravá i levá strana rovnice jsou 
závislé na jiných prom� nných, obecn�  lze �íci, �e má rovnice �ešení, pokud se její strany 
rovnají konstant� . 

2.2.1.3 Rychlostní profil 
P� i odvození rovnice pro rychlostní profil lze vyu�ít toho, �e se pravá strana rovná 

tlakovému spádu a p� i integraci zbývá jen vy�ešit integra� ní konstanty. K jejich ur� ení se 
u�ívají dv�  okrajové podmínky: rychlost na st� n�  je nulová a naopak rychlost v ose trubice 
nem� �e být nekone� ná. Dosazením takto vypo� tených konstant do �ešení lze obdr�et rovnici 
rychlostního profilu pro Poiseuilleovo proud� ní 
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Jako poznámku lze uvést fakt, �e tvar rychlostního profilu pro Poiseuilleovo proud� ní 

není závislé na hustot�  tekutiny, proto�e neuva�uje �ádná zrychlení. 

2.2.2 Pulza� ní proud � ní v tuhé trubici 

2.2.2.1 Obecné vlastnosti 
Jak ji� bylo výše zmín� no, rovnice 2.2.1 udává vztah pro proud� ní hnané tlakovým 

spádem, kde tlak je funkcí � asu a sou�adnice x a rychlost je funkcí � asu a polom� ru r. Pokud 
je mo�né p�edpokládat, �e tlakový spád ur� ující proud� ní trubicí osciluje harmonicky v � ase 
podle sinové respektive kosinové funkce, takovýto tlakový gradient generuje proud� ní, je� má 
také charakter sledující harmonické funkce podle � asu. V obecném p�ípad�  se pohyb tekutiny 
opo�� uje za tlakovým gradientem vlivem vlastní setrva� nosti tekutiny. Je-li kmitání 
tlakového gradientu pomalé, lze uva�ovat, �e fáze nejvyššího tlaku je ve fázi s nejv� tší 
rychlostí proud� ní v trubici. Se zvyšující se frekvencí se fáze proud� ní opo�� uje za fází 
funkce tlaku. Vzhledem k tomuto opo�d� ní rychlost ani v nejv� tší fázi nedosáhne takové 
hodnoty jaká by odpovídala maximálnímu tlakovému gradientu v p�ípad� , �e by tento 
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gradient byl uva�ován pro Poiseuilleovo proud� ní. Z této úvahy dovedené do d� sledku 
vyplývá, �e p� i velmi vysokých frekvencích v podstat�  k proud� ní nedochází a naopak, pro 
velmi nízké frekvence v podstat�  lze i na tento nestacionární stav nahlí�et jako na sebe 
navazující stavy Poiseuilleova proud� ní, kde v ka�dém okam�iku platí vztah 2.2.3. 

P� i uva�ování dokonale tuhé trubice a nestla� itelné tekutiny se zm� na tlaku ší�í 
nekone� n�  rychle a tedy i proud� ní se vyvíjí v celém objemu stejn� . Rychlost tedy není ani 
nadále funkci sou�adnice x. 

2.2.2.2 Rovnice ur � ující pulza � ní proud � ní 
Zásadním znakem rovnice 2.2.1 je to, �e je lineární jak pro tlak, tak pro rychlost, co� 

dává mo�nost její �ešení s� ítat. V praxi se � asto pou�ívá postup, kdy se pulza� ní proud� ní 
rozd� lí na stacionární a oscila� ní slo�ku. Tato proud� ní se �eší odd� len�  a jejich �ešení se 
s� ítá. 
 ešení stacionární slo�ky je uvedeno v p�edcházejících odstavcích. P�esto�e samotné 
oscila� ní proud� ní se nezdá nijak významné, vzhledem k tomu, �e ve skute� nosti neprodukuje 
�ádný tok ve smyslu transportu tekutiny (popisuje pouze posun vp�ed a vzad), jeho analýza 
umo�ní �ešit obecné pulza� ní proud� ní. 

Do rovnice 2.2.1 lze jak za tlak tak i za rychlost dosadit sou� et jejich stacionární a 
oscila� ní slo�ky a takto získanou rovnici rozd� lit na rovnici pro stacionární �ešení a pro 
oscila� ní �ešení. Je nutné p� i tom zohlednit, �e oscila� ní slo�ka tlaku je funkcí � asu a tak se 
její derivace podle � asu nerovná nule. Takto lze dosp� t k rovnici, ur� ující oscila� ní slo�ku 
rychlosti  
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kde )(tk  je tlakový gradient jako funkce � asu.  

2.2.2.3 Tlakový gradient 
Práv�  ur� ení tlakového gradientu jako funkce � asu je klí� ovou otázkou pro další �ešení. 

Pokud je jeho pr� b� h zadaný jako numerická �ada hodnot, je nutné i tuto rovnici (2.2.4) �ešit 
numericky. Tato rovnice má však také tu vlastnost, �e je lineární a proto její �ešení lze s� ítat. 
Výše bylo uvedeno (2.2.2.1), �e bude p�edpokládán tlakový gradient, který má v � ase sinový 
� i kosinový pr� b� h. Takový pr� b� h sice není mo�né u obecn�  harmonického tlakového 
gradientu p�edpokládat, p�esto má zásadní význam to, �e tato rovnice má pro sinusový nebo 
kosinusový pr� b� h analytické �ešení. Fourierovou transformací je mo�né libovolnou 
harmonickou funkci nahradit sou� tem �ady funkcí sin�  � i kosin�  a v praxi tak lze ji� n� kolika 
prvními � leny této �ady dostate� n�  aproximovat pr� b� h p� vodní obecné harmonické funkce. 
Lze potom provést �ešení rovnice 2.2.4 pro jednotlivé � leny této �ady aproximující p� vodní 
�adu. Jejich �ešení je mo�né se� íst a získat tak �ešení rovnice 2.2.4 pro libovolnou 
harmonickou funkci. Aby nebylo nutné nadále uva�ovat v�dy tlakový gradient jako funkci 
sin�  � i kosin� , zavádí se komplexní funkce 
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její� reálná � ást je funkce kosin�  a imaginární � ást je funkce sin� . Je-li uva�ována amplituda 
ks, odpovídající konstantnímu tlakovému gradientu pro p�ípad Poiseuilleova proud� ní, lze 
dále srovnávat i další parametry proud� ní, jako jsou pr� tok, rychlostní profil nebo te� né 
nap� tí.  

Lze najít i jiné zp� soby porovnávání, ale já budu uva�ovat porovnání podle tlakového 
gradientu, proto�e práv�  tlakový gradient pova�uji za �ídící veli� inu pro všechny své 
uva�ované p�ípady proud� ní. 

Rovnici 2.2.4 pak lze zapsat ve tvaru 
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kde �  je zásadní bezrozm� rný parametr, nazývaný také Womersleyho � íslo, definovaný 
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Tento parametr se také b� �n �  nazývá frekven� ní parametr. 

 

2.2.2.4 Rychlostní profil 
Rovnice 2.2.6 má takové vlastnosti, �e její �ešení lze najít ve tvaru Besselových funkcí a 

lze ji tedy analyticky (ve form�  �ad) �ešit a� po rovnici ur� ující rychlostní profil. Rychlostní 
profil oscila� ního proud� ní má tvar 
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Lze také uva�ovat normovaný tvar ve smyslu normy maximální rychlosti pro amplitudu 

tlakového gradientu p� i Poiseuilleovu proud� ní, poté normovaný tvar p�ejde na 
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J(0) je Besselova funkce prvního druhu nultého �ádu a J(1) je Besselova funkce prvního druhu 
prvního �ádu. 

Tvary rychlostních profil�  lze zobrazit pro r� zné frekven� ní parametry (�  = 1, 3, 5, 7, 
10, 15) jako p�es sebe znázorn� né okam�ité rychlosti v deseti � asových okam�icích2 b� hem 
jedné periody. 

 

 
 

 

2.3 Pru�né trubice  
Po zavedení obecného postupu (podkapitola 2.1) a popisu proud� ní v tuhých trubicích 

(podkapitola 2.2) se tato podkapitola v� nuje proud� ní v pru�ných trubicích. Bude probrán 
postup pro odvození vztah�  popisujících proud� ní stacionární (odstavec 2.2.1) a dále pro 
proud� ní pulza� ní (odstavec 2.2.2) v trubicích s pru�nou st� nou. 

P� i tvorb�  této podkapitoly jsem se opíral p�edevším o postupy uvedené v publikaci [5] 
(K�en J., Rosenberg J., Janí� ek P. Biomechanika) p� i popisu zm� ny polom� ru vlivem tlaku a 
publikaci [2] (Chandran K. B: Cardiovascular Biomechanics) p� i popisu systém�  s kolabilním 
� lenem. 

                                                 
2 Perioda byla rozd� lena na 10 stejných � asových interval�  a po� átek ka�dého z t� chto interval�  jsem 

pova�oval za jeden � asový okam�ik, pro který jsem vypo� etl rychlostní profil. 

Graf 2.2.1 Tvary rychlostních profil	 . 
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2.3.1 Stacionární proud � ní v pru�né trubici 

2.3.1.1 Zm� na pr � m� ru a pr � toku vlivem tlaku 
Pro uva�ování zm� ny pr�� ezu elastické trubice vlivem rozdílu tlaku lze vycházet z 

n� kolika p�edpoklad� : 
 - platnost Saint-Vénantova principu malých deformací  
 - platnost Hookeova zákona 
 - tenkost� nnost trubice 
 - trubice je p�ímá 
 - axiální nap� tí je nulové 
 - vn� jší tlak roven 0 a vnit�ní roven hodnot�  p (lze takto prost�  uva�ovat vnit�ní  

 p�etlak p). 

 
P� i �ešení je mo�né uva�ovat st�ední obvodové nap� tí ve st� n�  trubice, které lze odvodit 

pomyslným rozd� lením kone� né � ásti trubice na polovinu. Tato polovina trubice má délku l a 
tlak p� sobící na její vnit�ní st� nu (p) je v rovnováze se silami F p� sobícími v ploškách �ezu 
st� ny tak, jak je nazna� eno na obr. 2.3.1. Celková tlaková síla na tuto polovinu trubice pak 
z�ejm�  je  

 
lapP ××= 2 .         (2.3.1) 

 
a odpovídá dvojnásobku síly F 

 
FP 2= .         (2.3.2) 

 
Pro ur� ení obvodového nap� tí je t�eba pod� lit sílu F plochou, na které tato síla p� sobí 
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Obr. 2.3.1 D
 lená trubice kone� né délky. 
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Obvodové p�etvo�ení je dáno vztahem 
 

E
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FF

FF =  ,        (2.3.4) 

 
kde E je Young� v modul pru�nosti materiálu st� ny trubice. 

P�etvo�ení vzta�ené na základní polom� r trubice a0 má tedy tvar 
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Ze vztah�  (2.3.4) a (2.3.5) po dosazení a úprav�  vyplývá vztah pro polom� r a po 

p�etvo�ení 
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Pro rozdíl polom� ru tedy z t� chto vztah�  z�ejm�  platí 
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Nyní lze ukázat jakým zp� sobem je ovlivn� n tvar trubice poklesem vnit�ního tlaku 

vlivem proud� ní. Lze uva�ovat model Poiseuilleova proud� ní, pro které platí 
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kde Q p�edstavuje objemový tok, který je po celé délce trubice konstantní. Dosazením tohoto 
vztahu do rovnice (2.3.6) a úprav�  plyne 

 

=�
�
�

�
�
� ×-

-

dpp
Eh
a

4
0

1 dxQ
a

×- 4
0

8
p

m
.     (2.3.9) 

 
Pro okrajové podmínky p = p(0) pro x = 0, p = p(L) pro x = l integraci rovnice 2.3.9 

v mezích p(0) a� p(L) na levé stran�  a od 0 do l na stran�  pravé dostaneme závislost mezi tlakem 
a pr� tokovým objemem kapaliny. Platí tedy 
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Z tohoto vztahu je z�ejm�  patrné, �e objemový tok kapaliny není lineárn�  závislý na 

rozdílu tlaku p(0) - p(l). Pro tuhé trubice v p�ípad�  laminárního proud� ní je objemový tok 
lineárn�  závislý na tlakovém spádu. Toto je zásadní rozdíl mezi proud� ním v tuhých a 
pru�ných trubicích, pozorovatelný i p� i jednoduchých re�imech proud� ní. 

2.3.1.2 Vliv kolability 
Je mo�né také popsat proud� ní v trubicích, které nemají dostate� n�  tuhou st� nu na to, 

aby byla schopna zachovat tvar válcové trubice i v p�ípad� , �e je tlak uvnit� cévy výrazn�  
menší ne� tlak okolí. Takové cévy se nazývají kolabilní, jsou to cévy, které mohou kolabovat. 
Rozdíl tlak�  vn�  a uvnit� cévy se nazývá transmurální tlak.  

Sledovaným parametrem proud� ní bude závislost pr� toku na tlakovém spádu celého 
systému. Tlakovým spádem systému se  rozumí rozdíl tlaku na vstupu a výstupu.  

Pro trubice s dokonale tuhou st� nou platí pro vyvinuté laminární proud� ní analogie 
s ohmovým zákonem, co� znamená, �e odpor systému je roven podílu nap� tí a proudu. 
V tomto p�ípad�  nap� tí p�edstavuje tlakový spád a proud je pr� tokem tekutiny. Z tohoto 
vztahu vyplývá velmi d� le�itá lineární závislost pr� toku na tlakovém spádu,  

V p�ípad�  turbulentního proud� ní tuhou trubicí není závislost pr� toku na tlakovém 
spádu zcela lineární, zústává však monotónní, tedy vyššího pr� toku lze dosáhnout zvýšením 
tlakového spádu. 

Otázka je, zda tyto p�edpoklady a analogie platí i pro proud� ní v kolabilních cévách. 
Vzájemnou bilanci vybraných energií (tlakové, polohové a kinetické) popisuje 

Bernoulliho rovnice: 
 
          (2.3.11) 
 
Je-li Bernoulliho rovnice napsaná pro dv�  r� zná místa v systému (místo 2 je dále po 

sm� ru proud� ní ne� místo 1) a p� idá-li se na pravou stranu � len, vyjad�ující ztrátu vlivem 
disipace energie (i tento � len bude mít rozm� r tlaku), rovnice p�ejde na tento tvar: 
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Pro následují p�ípad lze uva�ovat vodorovnou polohu trubice, proto je mo�né od obou 

stran rovnice ode� íst � len vyjad�ující polohovou energii. 
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Toto krátké odvození je provedeno proto, aby bylo z�ejmé, �e sou� et � len�  vyjad�ujících 

energii kinetickou a energii tlakovou je stále stejný, respektive se tento sou� et vhledem 
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k nar� stající ztrát�  sni�uje. Z tohoto vyplývá vzájemný vztah mezi kinetickou a tlakovou 
energií v ka�dém míst�  a z tohoto vztahu dále vztah mezi tlakem a rychlostí, tedy: � ím v� tší je 
v n� jakém míst�  rychlost, tím menší je v tomto míst�  tlak. Vzhledem k tomu, �e v t� chto 
rovnicích vystupuje tlak jako s� ítanec, není d� le�ité, uva�ujeme-li tlak jako jeho absolutní 
hodnotu, � i jako p�etlak – rozdíl od n� jaké konstantní hodnoty. 

 
Obr. 3.3.2 ukazuje jakým zp� sobem se bude deformovat trubice p� i proud� ní tekutiny. 

Naho�e je ukázán stav, kdy trubicí �ádná tekutina neproudí a transmurální tlak udr�uje tvar 
trubice kruhového pr�� ezu. Dojde-li v trubici k proud� ní, nastane p�ípad uvedený ve spodní 
� ásti obrázku, kdy transmurální tlak poklesne o slo�ku kinetické energie a navíc podél trubice 
klesá vlivem ztrát, na konci trubice je transmurální tlak nejmenší a m� �e dojít k jejímu z� �ení. 
V p�ípad�  zú�ení však dojde k dalšímu urychlení proudu a tím ješt�  k poklesu vnit�ního tlaku. 

V limitní p�ípad� , kdy by se pr�� ez takto kolabované trubice p� iblí�il k nule, však 
rychlost proud� ní nebude nekone� ná. P� i uzav�ení trubice se proud zastaví a kinetická slo�ka 
energie se op� t zm� ní na tlakovou a trubice se op� t naplno otev�e. V reálných p�ípadech 
takovýto systém hledá rovnová�nou polohu, a dokud ji nenalezne, dochází k výše popsanému 
jevu, který je nazýván t�epetáním elastické trubice (flutter effect). 

 

  
 
 
 

Obr. 2.3.3 Modelový systém cév (p� evzato z [2]). 

Obr. 2.3.2 Tvar pru�né trubice p� i stacionárním proud
 ní (p� evzato z [2]). 
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Pro p�íklad3 lze uva�ovat sytém krevních cév, tvo�ený výhradn�  tuhými trubicemi tak, 
jak je nazna� eno na obr. 2.3.3 vlevo. P�etlak ve vstupním kanálu je p�edpokládán 12 mmHg. 
Tlakový spád na arteriích je p�edpokládán 3 mmHg, na kapilárách 6 mmHg a na cévách 
3 mmHg. Celkový pr� tok 2 m�/s se rovnom� rn�  rozd� lí mezi dva segmenty (mají stejný 
odpor). 

V levé � ásti obrázku je uvedena vertikální vzdálenost t� chto segment�  a odpovídající 
hydrostatický tlakový rozdíl. Hodnoty tlaku vyplývající ze ztrát vlivem proud� ní jsou 
uvedeny vn�  trubic, uvnit� jsou hodnoty tlak�  zohled
 ující té� hydrostatický efekt. 

Jak je patrné, v horním segmentu dojde vlivem proud� ní ke sní�ení tlaku dokonce pod 
tlak okolí. V p�ípad� , �e by tento segment nebyl z tuhé trubice, došlo by vlivem nízkého 
transmurálního tlaku v tomto míst�  ke kolapsu. 

Je-li však p�edpoklad, �e horní segment je tvo�en kolabilní cévou, dojde v t� chto 
místech k výše popsanému t�epetání, které najde svou rovnová�nou polohu, kdy dojde 
k vyrovnání tlaku a proud� ní, p� i hodnot�  transmurálního tlaku nap�íklad 0,1 mmHg. 

Z tohoto je mo�né vycházet, pokusíme-li se sestavit podobný obrázek tomu vlevo, nyní 
však p� i p�edpokladu, �e je horní segment kolabilní. Lze nyní dopo� íst zbývající tlaky v celém 
systému. D� le�ité je, �e kolabilita ovlivnila hodnotu pr� toku horním segmentem a pota�mo 
celým systémem, ani� by byl zm� n� n celkový tlakový spád. 

2.3.1.3 Starling � v rezistor 

 
Na obr. 2.3.4 vlevo je uspo�ádání, kde jsou dv�  tuhé trubice spojené kolabilní trubicí 

uzav�enou v boxu tak, aby bylo mo�né tlak kolem kolabilního � lenu nezávisle nastavit. 
Takovéto uspo�ádání je známo jako Starling� v rezistor. 

Lze nap�íklad p�edpokládat, �e kolabilní � len je pln�  otev�en p� i transmurálním tlaku 
0,2 mmHg a zcela se uzav�e p� i tlaku 0 mmHg. Tlaky v r� zných místech v systému jsou 
uvedeny v obrázku (v mmHg). Proud� ní kolabilním � lenem dosáhne rovnováhy pokud je tlak 
uvnit� 4,1 mmHg, co� p�edstavuje transmurální tlak 0,1 mmHg. 

                                                 
3 P�íklad je p�evzatý z [2], proto je tlak uvád� n v mmHg. 

Obr. 2.3.4 Schéma Starlingova rezistoru (p� evzato z [2]). 
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Zm� na tlaku v bod�  c sni�ováním nebo zvyšováním výtoku z nádoby neovlivní 
proud� ní kolabilním � lenem, pokud tento tlak nestoupne na zmi
 ovaných 4,1 mmHg. Naopak 
zm� na tlaku uvnit� boxu vn�  elastického � lenu má na proud� ní zásadní vliv. 

Graf v pravé � ásti obr. 2.3.4 ukazuje interakci mezi prom� nnnými. Situace kdy je 
výstupní tlak roven vstupnímu je samoz�ejm�  charakterizována nulovým pr� tokem. Postupné 
sni�ování výstupního tlaku zp� sobuje lineární zvyšování pr� toku. Tato situace se takto vyvíjí, 
dokud proud� ní kolabilní trubicí nedosáhne rovnováhy (dané transmurálním tlakem). Pokud 
se bude dále sni�ovat výstupní tlak, pr� tok celou soustavou se ji� více zvyšovat nebude, 
p�esto�e gradient Pa – Pv dále poroste. 

2.3.2 Pulza� ní proud � ní v pru�né trubici 

2.3.2.1 Rychlost jako funkce více prom � nných  
V tuhé trubici je mo�né od ur� ité vzdálenosti od vstupu, kde je proud� ní pln�  vyvinuté, 

pova�ovat rychlost pouze jako funkci sou�adnice r a � asu a tlakový gradient pouze jako 
funkci � asu nikoliv sou�adnice x, proto�e v tuhé trubici se tlakový gradient m� ní okam�it�  
v celé délce trubice. 

Toto je jeden z velkých rozdíl�  uva�ovaného proud� ní v tuhé a pru�né trubici. V pru�né 
trubici se toti� zm� na tlaku ší�í kone� nou rychlostí. Proto tedy je nutné v pru�ných trubicích 
uva�ovat rychlost také jako funkci sou�adnice x. 

Vzhledem k tomu, �e je uva�ována pru�ná st� na, která se zm� nou tlaku m� ní sv� j 
polom� r, nelze obecn�  ani uva�ovat, �e se radiální rychlost v bude rovnat nule, tak jak je to 
v p�ípad�  tuhých trubic. 

2.3.2.2 Ší� ení tlakové vlny pru�nou trubicí 
Zm� na tlakového gradientu se ší�í pru�nou trubicí ur� itou kone� nou rychlostí a tak 

vzniká závislost pole rychlosti nejen na � ase, ale také na sou�adnici x. Ur� ujícím parametrem 
této vlastnosti je rychlost ší�ení zm� ny tlakového gradientu podél sou�adnice x. Pro p�ípad 
kdy je tlouš� ka st� ny výrazn�  menší ne� polom� r trubice a zanedbává se vliv viskozity byl 
odvozen vztah pro rychlost ší�ení 

 

 
d

Eh
c

r
=0     (uvedeno nap�. v [1], rov.5.1.1) (2.3.14) 

 
kde E je Young� v modul pru�nosti, h je tlouš� ka st� ny, d je pr� m� r trubice a �  je hustota 
tekutiny (stále uva�ované jako nestla� itelné). 

2.3.2.3 P� edpoklady 
P� i odvozování rovnice pro rychlostní profil z Navierových - Stokesových rovnic je 

nutné u� init následující úvahy: p�edpokládat, �e délka vlny ší�ící se trubicí je mnohem v� tší 
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ne� pr� m� r trubice a dále p�edpokládat, �e rychlost ší�ení vlny je mnohem v� tší ne� rychlost 
proud� ní. 

P�esto�e díky t� mto p�edpoklad� m lze n� kolik � len�  zanedbat, stále z� stávají t� i rovnice 
pro t� i závislé veli� iny (rychlost u(x,r,t), rychlost v(x,r,t) a tlak p(x,r,t)) oproti jediné rovnici 
pro rychlost (u(r,t)) pro pulza� ní proud� ní v tuhé trubici. 

Z p� vodních p�edpoklad�  provedených pro tuhé trubice lze uva�ovat dále jen 
p�edpoklad osové symetrie. Je-li uva�ován tlakový gradient jako harmonická funkce o ur� ité 
frekvenci, všechny další závislé veli� iny lze té� v � ase uva�ovat jako harmonické funkce této 
frekvence. Pro další matematické operace se tak op� t zavádí tlakový gradient závislý na � ase 
podle p�edpisu 2.2.5 jako komplexní funkce. 

D� le�itým vodítkem p� i odvození rovnic je rovnováha sil na st� n�  trubice. Pro popis 
této rovnováhy je mo�né definovat element st� ny trubice diferenciálních rozm� r� . 

2.3.2.4 Pohyb st � ny 
Síly p� sobící na element st� ny trubice, lze uva�ovat v rozm� ru na jednotku plochy 

takovéto: 
 - Osové nap� tí Sxx, obecn�  uva�ované jako funkce x. 
 - Radiální nap� tí ozna� ované jako Srr, které by obecn�  mohlo být funkcí sou�adnice r, 

 ale je-li proveden p�edpoklad o tenkosti st� ny, není nutné tuto závislost uva�ovat. 
 - Tlak na st� nu zevnit� trubice od tekutiny, uva�ován je rozdíl vnit�ního a vn� jšího 

 tlaku jako pw. 
 - Te� né nap� tí na st� n�  od proudící tekutiny � w. 
Jsou-li tato nap� tí vynásobena elementárními povrchy a po p�íslušných slo�kách 

se� tena, ur� ují zrychlení elementu v daném sm� ru podle Newtonova pohybového zákona 
(hmotnost elementu je uva�ována jako elementární objem vynásobený hustotou materiálu 
st� ny). 

Zrychlení ve sm� ru sou�adnice �   je nulové, proto�e nevznikají �ádná asymetrická 
zatí�ení. Je však mo�né nap� tí ve sm� ru sou�adnice �  vyjád� it ze vztahu 

 

 
a
Sh

Srr
FF×

= .        (2.3.15) 

 
Pro uva�ování pohybu st� ny se zaavádí pro pohyb v ka�dém sm� ru zvláštní prom� nná. 

Poté lze z Hookeova zákona p� i znalosti konstant E a 	  (Poissonova konstanta) materiálu 
st� ny vyjád� it deformace v p�íslušných sm� rech. V rozší�eném Hookeov�  zákon�  je 
prodlou�ení v ur� itém sm� ru funkcí nejen nap� tí v tomto sm� ru, ale také nap� tí ve zbývajících 
dvou sm� rech. 

Celkový pohyb st� ny musí odpovídat pohybu tekutiny tak, aby byly všechny síly 
v rovnováze. Od tekutiny na st� nu p� sobí tlak ve sm� ru radiálním a te� né nap� tí ve sm� ru 
axiálním. P� i odvozování rovnic pro pohyb st� ny lze dosp� t k obecnému �ešení, které 
obsahuje dv�  integra� ní konstanty, které lze získat aplikací dvou okrajových podmínek, které 
po�adují, aby rychlost kapaliny na st� n�  v radiálním sm� ru byla shodná s rychlostí st� ny 
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v radiálním sm� ru a podobn�  se té� musí shodovat rychlosti kapaliny na st� n�  a st� ny ve 
sm� ru axiálním. 

2.3.2.5 Skute � ná rychlost ší � ení tlakové vlny 
Vzhledem k tomu, �e v rovnicích popisujících rychlostní pole se vyskytuje závislost na 

sou�adnici x, která nutn�  souvisí s rychlostí ší�ení tlakové vlny trubicí, je nutné tuto rychlost 
ur� it. Jak bylo uvedeno v p�edchozím odstavci, pohyb st� ny trubice a kapaliny je popsán 
systémem rovnic a okrajových podmínek, které po úpravách vedou na systém rovnic, z nich� 
lze vyjád� it prom� nné 
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V rovnici (2.3.16) je c práv�  rychlost zm� ny tlakového gradientu v trubici s pru�nou 

st� nou p� i uva�ování viskozity tekutiny, kv� li svému vyjád�ení ze z má obecn�  komplexní 
charakter (z je komplexní, vyplývá z �ešení systému diferenciálních rovnic). Je d� le�ité, �e 
zatímco hodnota c0 pro nevazkou tekutinu je reálná a odpovídá fyzikálnímu významu 
rychlosti ší�ení vlny, c je krom�  vlastností tekutiny a trubice také závislá na frekvenci 
m� nícího se tlakového gradientu. 

2.3.2.6 Rychlostní pole 
Matematickými úpravami systému rovnic lze dosp� t nap�íklad k d� kazu, �e tlak p 

obecn�  uva�ovaný jako prom� nná sou�adnic r, x a � asu, je podél sou�adnice r konstantní. Po 
získání všech konstant lze získat �ešení pro rychlost u(x,r,t) ve tvaru 
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kde ks je amplituda tlakového gradientu a G je takzvaný faktor elasticity ([1] (str. 135)) 
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vyjád�ený pomocí parametr�  definovaných 2.3.16 a 2.3.17. Rovnici pro rychlostní pole 

lze  normovat rychlostí odpovídající modelu Poiseuilleova proud� ní p� i konstantním tlakovém 
gradientu stejném jako je amplituda uva�ovaného oscila� ního tlakového gradientu. Rovnice 
2.3.19 poté p�ejde na tvar 
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  (uvedeno nap�. v [1] (5.9.5)) (2.3.21) 

 
Porovnáním rovnice 2.2.9 pro rychlostní profil v tuhé trubici a rovnice 2.3.21 pro 

rychlostní pole v pru�né trubici je z�ejmé, �e se liší “jen“ faktorem elasticity G a závislostí na 
sou�adnici x vlivem rychlosti c. Je tedy z�ejmé, �e práv�  tyto parametry G a c jsou rozhodující 
p� i porovnávání pulza� ního proud� ní v tuhé a pru�né trubici. 

 
 

 

 
 
 
 
Tvary rychlostních profil�  podle rovnice 2.3.21 lze zobrazit pro r� zné frekven� ní 

parametry (�  = 1, 3, 5, 7, 10, 15) jako p�es sebe znázorn� né okam�ité rychlosti v deseti 
� asových okam�icích b� hem jedné periody. 

 

Graf 2.3.5 Tvary rychlostních profil	 . 
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3 Experiment 
Tato kapitola se v� nuje experimentálnímu m�� ení proudového pole v pru�ných 

trubicích. M�� ení bylo provedeno m�� ící metodou PIV, která je popsána v následující 
podkapitole (3.1). Klí� ovou úlohu v experimentu mají samotné modely, jejich� výrobu a 
vlastnosti také popisuji (podkapitola 3.2). Samotné modely lze uva�ovat jako sou� ásti celé 
experimentální trat� . Pro experiment jsem pou�il dv�  experimentální trat� , které také popisuji 
(podkapitola 3.3). 

V této kapitole také popisuji pou�itou m�� ící aparaturu (podkapitola 3.4), zmi
 uji 
ov�� ení mo�ností zvolené metody (podkapitola 3.5). Dále popisuji samotný postup m�� ení 
(podkapitola 3.6) a zpracování nam�� ených dat (podkapitola 3.7). 

3.1 M�� icí metoda PIV 

3.1.1 Obecný popis metody 
Particle Image Velocimetry, zkrácen�  PIV, je m�� icí metoda fungující na pom� rn�  
jednoduchém principu. Tok � ástic unášených tekutinou je vyfotografován digitální kamerou 
ve dvou okam�icích bezprost�edn�  jdoucích za sebou. Vzhledem k tomu, �e se tyto � ástice za 
dobu mezi t� mito snímky posunou, známe-li � asový interval mezi snímky a vzdálenost 
posunutí, m� �eme vypo� ítat, jak rychle se tyto � ástice pohybují. Výsledné rychlosti proud� ní 
získané z takovéto dvojice snímk�  jsou polem okam�itých rychlostí v oblasti zachycené 
kamerou. 

 

 
P� i pou�ití jedné kamery provádíme m�� ení v�dy v jedné rovin�  a výsledkem je tedy 

pole slo�ek rychlostí v této rovin� . Tomuto uspo�ádání proto �íkáme 2D PIV. P� idáním druhé 

Obr. 3.1.1 Uspo� ádání m
� icí aparatury PIV (p� evzato z [9]). 
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kamery jsme schopni díky stereoskopickému principu zm�� it všechny t� i slo�ky rychlostí 
v jedné rovin� , toto vylepšené uspo�ádání je proto nazýváno 3D PIV. V p�ípad� , �e je celý 
m�� icí systém instalován na traverzovací za�ízení tak, aby se mohl pohybovat, je mo�né 
postupn�  prom�� it celý objem proudu, takovému m�� ení �íkáme Volume Mapping PIV. 

P� i pou�ití metody PIV se objevují problémy z �ady obor� . Setkáme se zde 
s problematikou sahající od klasické optiky p�es problematiku architektury digitálních kamer 
a� po u�ití matematických statistických funkcí. 

3.1.2 Postup vyhodnocení snímk �  
Praktická dosa�itelnost výpo� etní techniky spojená s digitalizací obrazu a s mo�ností 

p�ejít od ru� ního vyhodnocení vizualizované veli� iny k statistickému zpracování digitálního 
obrazu ud� laly z metody PIV snadno pou�itelný nástroj pro m�� ení proudového pole. 

Jak jsem uvedl výše, metoda PIV je zalo�ena na snímání poloh � ástic ve dvou po sob�  
jdoucích okam�icích.Tyto dva snímky jsou ozna� eny jako dvojsnímek � i dvojobrázek a 
v dalším zpracování vytvá�ejí základní datovou sadu pro vyhodnocení rychlosti proud� ní.  

Snímky jsou rozd� leny do obdélníkových oblastí, které se nazývají vyšet�ované oblasti. 
Pro ka�dou z t� chto vyšet�ovaných oblastí obrázek � ástic zachycených prvním snímkem a 
obrázek � ástic zachycených druhým snímkem spolu vytvá�í vektor posunutí. 

Ten je vypo� ítán pomocí kros-korela� ní analýzy. Výsledkem kros-korelace je plocha 
peak�  v korela� ní rovin� . Ka�dý peak svojí výškou a plochou v�� i ostatním ur� uje, s jakou 
statistickou pravd� podobností došlo v p�íslušné vyšet�ované oblasti k posunutí � ástic, které je 
reprezentováno vektorem s po� áte� ním bodem ve st�edu nulového peaku (odpovídá po� átku 
sou�adnicového systému v korela� ní rovin� ) a koncovým ve st�edu ka�dého dalšího peaku. 
Výpo� et nejpravd� podobn� jšího posunutí se tak zú�í na hledání nejvyššího peaku 
s nejp�ízniv� jšími statistickými parametry.  

Podrobíme-li všechny vyšet�ované oblasti kros-korela� ní analýze, získáme vektorovou 
mapu posunutí � ástic, která je výsledkem kros-korela� ní analýzy. Jeliko� známe � asový 
interval, na jeho� za� átku a konci byly po�ízeny snímky po� áte� ních a koncových poloh 
zna� kovacích � ástic, výpo� et „hrubých“ vektor�  rychlosti nám ne� iní �ádné potí�e. Mapu 
„hrubých“ vektor�  rychlosti je mo�no podrobit n� kolika valida� ním analýzám, které nám 
pomohou ur� it a odstranit šumový signál. Získáme tak „potvrzenou“ mapu vektor�  rychlosti. 
Tu je mo�no podrobit další analýze a ur� it tak tvar proudnic, izotachy a ví� ivost. Dále 
m� �eme data získaná m�� ením statisticky zpracovat a získat statistické parametry proud� ní 
jako variaci, korela� ní koeficient atd. 

Pro vyhodnocení rychlostního pole z dvojice snímk�  lze nap�íklad v programu 
MATLAB 4 sestavit jednoduchý program. Uvádím jeho komentovanou verzi v p�íloze (P�íloha 
1: Vyhodnocení 2D rychlostního pole metodou PIV programem MATLAB), kterou jsem 
sestavil b� hem �ešení své diplomové práce. 

                                                 
4 MATLAB není klasickým programem, bylo by tak korektn� jší místo slova „program“ pou�ívat termín 

„vývojové prost�edí“ � i pouze „prost�edí“. 
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Obr. 3.2.1 Granule estanu. 

3.2 Modely 

3.2.1 Výroba estanových model �  
Pro experimentální m�� ení proud� ní se vyu�ívají r� zné typy model� , které lze vyráb� t 

r� znými metodami. Pro pou�ití metody PIV je zapot�ebí, aby modely byly pr� hledné. Ze 
zadání vyplývá, �e jsem se zaobíral výrobou pru�ných model� . Technologii výroby t� chto 
model�  jsem p�evzal od Doc. Ing. Ji�ího Polanského PhD. ze Západo� eské univerzity [17] 
(Polanský J., Rosenberg J., Experimentální modelování proud
 ní v biomechanice � lov
 ka). 

Z r� zných metod výroby pru�ných model�  se zabývám výrobou model�  z estanu. Jde o 
polymer, který lze rozpustit v b� �n �  dostupných rozpoušt� dlech, pou�ívám nap�. 
tetrahydrofuran. Výhodou výroby estanových model�  je jejich relativní technologická 
nenáro� nost oproti nap�íklad silikonovým model� m, jejich� vulkanizace probíhá za zvýšené 
teploty. Estan lze získat v podob�  malých granulí, tak jak je u polymer�  obvyklé. Tyto 
granule jsou zobrazeny na obr. 3.2.1.  

 
Estan je látka, která po odpa�ení rozpoušt� dla i za b� �ných podmínek dosáhne stejných 

vlastností, jaké má p�ed rozpušt� ním. Sm� s rozpušt� ného estanu se obvykle nanáší na vnit�ní 
st� nu sklen� ného modelu, po které se nechá roztéci do tenké vrstvy. V p�ípad�  vhodného 
odv� trání vnit�ního prostoru dojde k odpa�ení rozpoušt� dla a na st� n�  ulpí tenká vrstvi� ka 
estanu. Tato fáze výroby nejvíce ovlivní výsledný model, jako nejd� le�it � jší se jeví 
rovnom� rné rozlití rozpušt� ného estanu po st� nách kopyta5 a to po celou dobu tuhnutí. 

Kopyto je proto vhodné upnout do rota� ního za�ízení, které umo�ní nep�etr�itý pohyb 
podle všech pot�ebných os otá� ení. Proces nanášení tenké vrstvi� ky estanu lze opakovat a tak 
volit tlouš� ku st� ny vznikajícího modelu. 

Nároky na kopyto, do kterého se takto estanový model odlévá se tak redukují na 
rezistenci ke zvolenému rozpoušt� dlu. Další nároky na materiál kopyta v podstat�  neexistují, 
materiál kopyta m� �e být � irý nebo zbarvený a nejsou kladeny ani �ádné nároky na jeho 
tepelnou odolnost, proto�e celý proces odlévání modelu probíhá za b� �né teploty. 

Výrobu estanového modelu mohou zkomplikovat bublinky v p� ipraveném roztoku, 
které ve výsledném modelu ovlivní jeho mechanické vlastnosti a znemo�ní pou�ití optických 

                                                 
5 Termín „kopyto“ v podstat�  odpovídá termínu „forma“, který by byl z pohledu technologie odlévání zde 

p�esn� jší. 
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metod m�� ení. Pro odstran� ní bublinek z roztoku je mo�né pou�ít výv� vu. Poslední fází 
výroby estanového modelu je jeho vyjmutí z kopyta. � asto toto odloupnutí od st� ny kopyta 
usnadní namo� ení do vody. Zasychání jedné vrstvy rozpušt� ného estanu závisí na odv� trání a 
teplot� , ale lze jej odhadnout p� ibli�n �  na jednu hodinu. 

Vyjmutý model je mo�né vymáchat v lehce mastném roztoku, co� zabrání slepování 
jeho st� n po dobu uskladn� ní. 

Granulát estanu jsem rozpoušt� l v malé keramické misce. Jako rozpoušt� dlo jsem 
pou�il tetrahydrofuran, co� je voln�  prodejné rozpoušt� dlo dodávané v litrových lahvích. Na 
fotografii ozna� ené obr. 3.2.2 je s t� mito nástroji také sklen� ný model bypassu, který jsem 
také pou�il jako kopyto. 

 

 
Dle obdr�ených instrukcí a d�íve nabytých zkušeností jsem pro experiment této 

diplomové práce vyrobil n� kolik trubic, p�edstavujících kanály kruhového pr�� ezu s pru�nou 
st� nou, vyrobené modely m� ly délku 300 mm a pr� m� r 20 mm.  

 

Obr. 3.2.2 Nástroje pro rozpoušt
 ní a sklen
 né kopyto. 
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Pro výrobu t� chto válcových model�  jsem vyrobil upínací p�ípravek, umo�
 ující rotaci 

sklen� ného válce, ve které jsem tyto modely odléval. P�ípravek se skládá ze dvou � elistí, do 
kterých se vkládá samotné kopyto (sklen� ná trubice), poté se kopyto spojí �emenem 
s elektromotorem a ten zajiš� uje rovnom� rné otá� ky kopyta po dobu vysychání rozpoušt� dla. 

3.2.2 Obecné vlastnosti 
Nov�  vyrobený model je obvykle naprosto � irý a je tedy velmi vhodný k vyu�ití 

optických metod m�� ení a vizualizace, p� i jeho dlouhodobém vystavení vn� jším vliv� m (UV 
zá�ení, kontakt s vodou nebo roztokem glycerinu) materiál postupn�  �loutne a stává se h�� e 
pr� hledným. 

Jeho vyu�ití se poté omezuje na jiné m�� icí metody. I ze�loutlý model je však stále 
vhodný pro m�� ení ultrazvukem. Takto ze�loutlý materiál lze op� t rozpoušt� t a vyu�ít p� i 
výrob�  nových model� , i kdy� �lutého zabarvení se ji� nikdy nezbaví. To � iní tuto metodu 
pom� rn�  efektivní, nebo�  nepot�ebné modely lze snadno recyklovat. 

3.2.3 Ur� ení modulu pru�nosti a tlouš � ky st � ny 
Z matematického rozboru problému vyplývá, �e nejd� le�it � jší mechanickou vlastností 

modelu je jeho Young� v modul pru�nosti. Ve v� tšin�  d�íve uva�ovaných rovnicích se 
objevuje Young� v modul pru�nosti v sou� inu s tlouš� kou st� ny. Tlouš� ka st� ny sice není 
mechanická vlastnost, ale rozm� r, nicmén�  moje zkušenost mi potvrdila, �e je výhodné 
uva�ovat tento sou� in (modulu pru�nosti a tlouš� ky st� ny) jako samostatnou vlastnost 
modelu.  

Obr. 3.2.3 P� ípravek pro rotaci sklen
 né trubice. 
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Vzhledem k tomu, �e se nepoda�í v�dy vyrobit model jmenovité tlouš� ky st� ny, a m�� ení 
tlouš� ky není p�íliš p�esné, ka�dý z pou�ívaných model�  jsem podrobil samostatné zkoušce, 
která vedla práv�  k ur� ení sou� inu Eh. 

 
 
K deformaci st� ny trubice dochází vlivem tlaku a jak bylo d�íve odvozeno, pro zm� nu 

polom� ru platí 
 

 �
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�
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� ×
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.       (3.2.1) 

 
Tohoto vztahu jsem vyu�il p� i zkoušení jednotlivých model�  tak, �e jsem model 

p� ipevnil na spodní konec svislé trubice z plexiskla a postupným naléváním vody do trubice 
tak vytvá�el odpovídající tlak v testovaném modelu. Ode� ítal jsem výšku vodního sloupce a 
pr� m� r modelu. 

 
V pom� rn�  velkém rozsahu m� la tato závislost lineární charakter a tak nebyl problém 

ur� it sou� in Eh ze vztahu 
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.       (3.2.2) 

 
Mikrometrem lze pak také ur� it samotnou tlouš� ku st� ny. Vyd� lením sou� inu Eh 

tlouš� kou st� ny dostaneme i samotný Young� v modul pru�nosti, ale jak jsem ji� zmínil d�íve, 
v samotných výpo� tech bude stejn�  v�dy vystupovat v sou� inu s tlouš� kou st� ny. 

Obr. 3.2.4 Schéma m
� ení Eh: 
1 - model; 2 - zátka; 3 – trubice s ode� tem výšky 
hladiny; 4 - nálevka; 5 – ode� et zm
 ny polom
 ru. 
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Young� v modul pru�nosti mi tak opakovan�  vyšel v jednotkách MPa. Nejv� tším 
problémem je pak samotné m�� ení tlouš� ky st� ny mikrometrem, které je vzhledem 
k poddajnosti estanu zatí�eno velkou chybou. 

Hodnoty pro model, ve kterém probíhalo m�� ení vyhodnocené v této prácí (kapitola 4) 
uvádím v Tab. 3.2.1:  

 
pr� m� r v nezatí�eném stavu 20,1 mm  
výška vodního sloupce 1000 mm  
pr� m� r v zatí�eném stavu 21,3 mm  
tlouš� ka st� ny 0,4 mm  

 
 
 
T� mto hodnotám odpovídají vypo� tené hodnoty: 
 

 4,17499806
0006.0

01065.00.010050
=�

�
�

�
�
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×
=�

�
�

�
�
� ×

D
×

= p
a
aa

Eh   (3.2.3) 

 
tlak p 9806 Pa 
sou� in Eh 1749,4 Nm 
Young� v modul pru�nosti 4,3735 Mpa 

 
 
 
Tyto hodnoty jsem pou�il p� i výpo� tech teoretických tvar�  rychlostních profil�  

uvedených ve výsledcích této práce (kapitola 4). 

3.3 Experimentální trat �  
V této podkapitole popíši dv�  experimentální trat� . Tra�  vhodnou pro stacionární re�imy 

proud� ní (odstavec 3.3.1) a tra�  pro pulza� ní re�imy proud� ní (odstavec 3.3.2). Na záv� r této 
podkapitoly (odstavec 3.3.3) uvedu vlastnosti proud� ní v tratí pro pulza� ní re�imy, které beru 
v úvahu v diskuzi výsledk�  experimentu (odstavec 4.4.1). 

3.3.1 Experimentální tra �  pro stacionární re�imy 
Pro m�� ení metodou PIV v pru�né trubici jsem navrhl m�� icí tra�  sestavenou podle 

následujícího schématu 
 

 
 
 
 
 

Tab 3.2.2 Výsledné hodnoty. 

Tab 3.2.1 Nam
� ené hodnoty. 
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M�� icí tra�  by m� la spl
 ovat po�adavky na rovnom� rný tok elastickým � lenem. Za 

tímto ú� elem je koncipována tak, aby mezi vtokem a výtokem byl zachovám stálý tlakový 
spád a pr� tok tak mohl být regulován pouze škrcením výstupního kanálu za m�� icí nádobou. 

Výtoková nádoba (1) je opat�ena p�epadem tak, aby byla neustále zachována výška 
hladiny ur� ující tlakový spád soustavy. Odtud proudí kapalina do m�� icí nádoby (2), cestou se 
proud� ní vzhledem k relativn�  malému pr� m� ru a velké délce trubice dob�e vyvine.  

V m�� icí nádob�  je na dvou protilehlých trnech ustaven elastický � len, kterým kapalina 
protéká. M�� icí nádoba je koncipována tak, aby bylo mo�né celý elastický � len zatopit a tím 
zajistit jeho podporu kapalinou stejné hustoty, jako je hustota kapaliny proudící. Tímto lze 
dostate� n�  eliminovat deformaci elastického � lenu od gravita� ních ú� ink�  p� sobících na 
proudící kapalinu.  

Do budoucna po� ítám s upravením m�� icí nádoby tak, aby v ní bylo mo�no libovoln�  
nastavovat tlak kapaliny vn�  elastického � lenu a tím sledovat vliv transmurálního tlaku na 
proud� ní elastickou trubicí.  

Za elastickým � lenem je v m�� icí trati ustaven škrtící � len (3), jeho� úkolem je regulace 
pr� toku celou soustavou. Za tímto � lenem je koncová nádoba (4) op� t opat�ená p�epadem pro 
udr�ení konstantní hladiny. Za p�epadem této nádoby je kapalina svád� na do rezervoáru (5), 
kam je té� sveden p�epad z výtokové nádoby. Z rezervoáru je pak kapalina � erpána � erpadlem 
(6) zp� t do výtokové nádoby.  

M�� icí nádoba je umíst� na na polohovatelném dr�áku, který umo�
 uje jeho vertikální 
pohyb, tímto zp� sobem je mo�né m� nit hodnotu celkového tlaku uvnit� trubice v m�� icí 
nádob�  a to nezávisle na celkovém tlakovém spádu soustavy. 

Tato m�� icí tra�  se pom� rn�  dob�e osv� d� ila pro simulaci stacionárního toku, m�� icí 
nádoba byla navr�ena tak, aby ji bylo mo�né i s elastickým � lenem vlo�it do trat�  pro pulza� ní 
proud� ní, která je sou� ástí naší laborato�e.  

Obr. 3.3.1  Schéma trat
 : 1 - výtoková nádoba; 2 - m
� icí nádoba; 3 - škrtící � len;  
4 - koncová nádoba; 5 - rezervoár; 6 - � erpadlo; 7 – dioda; 8 – kamera. 
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3.3.2 Experimentální tra �  pro pulza � ní re�imy 
Jde o tra� , která je sou� ástí naší laborato�e hemodynamiky. Tato tra�  je navr�ena tak, 

aby mohla být p� izp� sobena r� zným ú� el� m m�� ení. Proto jsem m�� icí nádobu pro pru�né 
trubice pou�itou v trati pro stacionární re�imy koncipoval tak, aby mohla být za�azena i do 
této, podstatn�  komplexn� jší trati. 

V této trati jsem provedl m�� ení pro pulza� ní pr� b� h objemového toku, dosa�ený 
klikovým mechanizmem. 

 
Experimentální tra�  slou�í pro modelování stacionárního, oscila� ního a pulza� ního 

proud� ní v r� zných modelech. Stacionární proud� ní je generováno tlakovým spádem mezi 
tlakovou nádobou (2) o objemu 500 litr�  a nádobou s p�epadem (9). 

Pot�ebný tlak v tlakové nádob�  (2), do které se kapalina na� erpá pomocí � erpadla (3), je 
vytvo�en kompresorem (4) a udr�ován reduk� ním ventilem (11). 

Oscila� ní proud� ní je generováno pulsátorem (1), té� na obr. 3.3.3. Oscila� ní proud� ní 
je vytvá�eno pohybem pístu ve válci, který je pohán� n p�es mechanismus krokovým motorem. 
Pomocí �ízení krokového motoru je mo�né vytvo� it r� zný tvar pulsu. 

Za modelem je tra�  opat�ena nádobou s p�epadem (9) pro udr�ení konstantní hladiny 
kapaliny. Z nádoby s p�epadem (9) je kapalina odvád� na do zásobníku na kapalinu (10), který 
má pot�ebný objem pro napln� ní tlakové nádoby. Ze zásobníku je kapalina pomocí � erpadla 
(3) p�e� erpávána do tlakové nádoby (2).  

Obr. 3.3.2 Schéma trat
 : 1 - generátor pulz	 ; 2 - tlaková nádoba; 3 - � erpadlo; 4 -
 kompresor; 5 - model; 6 - turbínový pr	 tokom
 r; 7 - tlakové sníma� e; 8 - 

pr	 tokom
 r; 9 - koncová nádoba s p� epadem; 10 - zásobník pracovní tekutiny; 11 - 
reduk� ní ventil; 12 - 20 - uzavíratelné kohouty; (p� evzato z [8]). 
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Pro regulaci stacionárního toku slou�í ventil (14). Pro m�� ení stacionárního pr� toku je 
pou�it rotametr (8) umíst� ný mezi tlakovou nádobu a pulsátorem. Pro m�� ení pulza� ního toku 
je pou�it pr� tokom� r (6) typ 2006 4F 44 Vision od firmy BadgerMeter. P�ed a za modelem 
jsou umíst� ny tlakové sníma� e (7), typu XTM - 190M – 0.7 BARD od firmy Kulite 
Semiconductor, pro m�� ení tlakových zm� n v m�� eném modelu. 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
Hlavní sou� ásti této trat�  jsou stálým vybavením naší laborato�e. Schéma a popis jsem 

� áste� n�  p�evzal z výzkumné zprávy[8] (Mat� cha, J., Kolínský J., Pešek, M. Proudové pole 
v distální end-to-side anastomóze femoropopliteálního bypassu p� i nestacionárním proud
 ní), 
na jejím� zpracování jsem se podílel. 

Obr. 3.3.4 St	 l m
� icí trat
 .  

Obr. 3.3.3 Pulzátor. 
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3.3.3 Vlastnosti proud � ní generovaného pulzátorem  
P� i pou�ití klikového mechanismu pro generování pulza� ního proud� ní dochází ke 

generování pulza� ního objemového toku podobného sinusovému. Vzhledem k tomu, �e 
klikový mechanismus nemá nekone� n�  dlouhou ojnici, kinematika pístu není ryze sinusová.  

Výše odvozené rovnice však uva�ovaly jako �ídící veli� inu ur� ující proud� ní tlakový 
gradient. Je mo�né posoudit, jakým zp� sobem souvisí objemový tok s tlakovým gradientem. 
Pro tuto úvahu je mo�né uva�ovat jednoduché schéma zobrazené na obr. 3.3.5.  

 
Uvádím také fotografie jednotlivých sou� ástí na obr. 3.3.6. 

Pomocí Bernoulliho rovnice lze popsat vztah mezi tlakem na pístu a rychlostí tekutiny 
v trubici. Bernoulliho rovnici je mo�né uva�ovat ve tvaru obsahujícím ztráty vlivem t�ení 
tekutiny (závislé na rychlosti) a tlak zp� sobený setrva� nými ú� inky (závislý na zrychlení). 

 

 

Obr. 3.3.5 Schéma � ásti m
� icí trat
 .  

Obr. 3.3.6 Sou� ásti experimentální trat
 .  

Graf 3.3.7 Pohyb pístu: 
 erven
  - poloha pístu [m]; Mod� e - rychlost pístu [m/s]; Zelen
  - 
zrychlení pístu [m/s2]. 
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P� i odvození je dále nutné zohlednit, �e tlak na pístu je funkcí � asu, ale tlakový gradient 
v trubici je funkcí tlaku na pístu a také jeho polohy. Pr� b� h tlakového gradientu tak m� �e být 
pom� rn�  komplikovanou funkcí, p�esto�e píst koná sinusový pohyb. 

P� i uva�ování Bernoulliho rovnice ve tvaru, kdy na stran�  dále ve sm� ru proud� ní 
tekutiny jsou uva�ovány ztráty (rovnice 2.3.12) vlivem t�ení, a uva�ováním setrva� ných sil 
vlivem zrychlení tekutiny, lze vyjád� it tlak na pístu následovn� : 
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kde a je zrychlení a �  je sou� initel t�ecích ztrát, který lze pro laminární proud� ní vyjád� it jako 

 
 

 
Re
64

=l ,        (3.3.2) 

 
kde Re je Reynoldsovo � íslo (závislé na rychlosti). P� i rozboru absolutních hodnot p�ísp� vk�  
je z�ejmé (graf 3.3.8), �e zásadní vliv  na pr� b� h tlaku na pístu má � len p�edstavující 
setrva� né síly (bez uva�ování hydrostatické slo�ky, která se nem� ní). 

 

 
Z graf�  3.3.7 a 3.3.8 je také patrné, �e nejvlivn� jší slo�ka tlaku na pístu (slo�ka od 

setrva� ných sil) kopíruje pr� b� h zrychlení pístu. Proto je i tvar pr� b� hu celkového tlaku na 
pístu velmi blízký pr� b� hu zrychlení pístu, avšak práv�  pr� b� h zrychlení u skute� ného 
klikového mechanismu se z kinematických veli� in nejvíce odchyluje od pr� b� hu harmonické 
funkce (kosinus). 

Graf 3.3.8 Slo�ky tlaku na pístu v pr	 b
 hu periody pohybu skute� ného klikového 
mechanismu [Pa]: Zelen
  -slo�ka od setrva� ných sil; Mod� e - slo�ka od kinetické 

energie; 
 erven
  - t� ecí ztráty. 
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Pro vyjád�ení této odchylky uvádím (graf 3.3.9) pr� b� h tlaku na pístu ve srovnání 
s kosinusovou funkcí (která by odpovídala pr� b� hu zrychlení u ideálního sinusového 
mechanismu). 

 
Toto stru� né nastín� ní problematiky tlakových pom� r�  v systému, kde je pulza� ní 

proud� ní generováno pulzátorem uvádím proto, abych ukázal, �e tlakový gradient v takovém 
proud� ní nemusí mít tvar kosinusové funkce a dokonce ani nemusí být symetrický, co se tý� e 
kladných a záporných hodnot. 

Je nutné si uv� domit, �e je-li tlak slo�enou funkcí funkce rychlosti a funkce zrychlení 
pístu (obecn�  tedy i polohy), celkový pr� b� h tlaku na pístu v trvání periody je závislý také na 
frekvenci, která ur� uje absolutní hodnoty rychlosti a zrychlení.  

3.4 Pou�itá m �� icí aparatura 
Pro m�� ení metodou PIV jsem pou�il sestavu, kde p�ed samotnou vysokorychlostní 

kamerou je ješt�  p�ed objektivem za� len� n optický zesilova�  signálu, který umo�
 uje získat 
snímky i za špatných sv� telných podmínek, respektive p� i velmi krátkých � asech expozice. 
Pro ovládání kamery a zesilova� e pou�ívám dva samostatné programy dodané spole� n�  se 
za�ízeními od výrobc� . 

 
 

Obr. 3.4.1 Kamera NanoSence Nk III. 

Graf 3.3.9 Pr	 b
 h tlaku na pístu - srovnání s funkcí kosinus:Mod� e - funkce kosinus; 

 erven
  - pr	 b
 h tlaku na pístu (normováno maximem). 



Proudové pole v trubici s pru�nou st� nou p� i pulza� ním proud� ní - Jan Kolínský 
 

- 39 - 

Aparatura pro po� izování snímk�  se tedy sestává ze sou� ástí hardwarových: 
 - kamera NanoSence Nk III (obr. 3.4.1) 
 - zesilova�  Hamamatsu (obr. 3.4.2) 
 - objektiv Hamamatsu 
 - sada objektiv�  Nikon 
 - sada p�edsádek 
 - dr�ák kamery 
 - základová deska. 
  

 
Dále lze za sou� ásti aparatury pova�ovat softwarové vybavení: 

 - software pro ovládání zesilova� e C9546 Control Sofware Ver. 2.0.0 
 - software pro ovládání kamery MotionproX Studio Ver. 2.0.1.0. 
 
Zp� sob instalace a zapojení m�� icí aparatury zde podrobn�  neuvádím, proto�e jsem ho 

b� hem �ešení diplomové práce zpracoval v samostatném manuálu, který uvádím jako p�ílohu 
diplomové práce (P�íloha 2: M�� ení metodou Time Resolved PIV). 

3.5 Ov�� ení metody 
Cílem ov�� ení metody bylo potvrzení p�edpoklad�  o mo�nostech vyu�ití metody PIV 

v pru�ných modelech vyrobených z estanu. Šlo p�edevším o dostate� n�  kvalitní optické 
vlastnosti model� , o vyzkoušení r� zných druh�  zna� kovacích � ástic a o ov�� ení �ivotnosti 
model� . 

Pro ov�� ení mo�ností m�� icí metody PIV v estanových modelech jsem vyu�il trat�  
popsané v odstavci 3.3.1 pro stacionární re�imy proud� ní. Tato m�� ení slou�ila k zjišt� ní 
vhodného nastavení parametr�  kamery (frekvence snímk� , doba expozice), intenzity sv� tla a 
celkov�  pomohla k do�ešení díl� ích problém�  spojených se získáním kvalitního PIV signálu. 

Pro získání jednotlivých snímk�  jsem vyu�il kameru Lumenera Lu175M se snímkovací 
frekvencí 60 snímk�  za sekundu pro rozlišení snímk�  640 x 480 pixel� . Podrobn� jší popis 
kamery a jejího ovládání uvádím v p�íloze (P�íloha 3: Po� izování snímk�  kamerou Lu175M). 

Obr. 3.4.2 Zesilova�  Hamamatsu. 
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Provedl jsem n� kolik pokus�  o dosa�ení co nejlepších výsledk�  a to p�edevším 
v oblastech blízkých st� n. Zde se projevil ne�ádoucí efekt odlesku na st� n�  p� i pr� chodu 
sv� telného paprsku.  

Další problémem je zachycování drobných bublinek plynu a � ástic na st� n�  trubice. 
Tyto bublinky a � ástice, které nem� ní svou polohu, lze p� i výpo� tech metodou PIV 
odfiltrovat, p� i zpracování se však chovají jako šum a zhoršují pom� r signálu a šumu a tím 
nep�ízniv�  ovliv
 ují i celkovou kvalitu výsledk� . 

 

 
 
 
 
Z metody zpracování snímk�  lze uva�ovat, �e nejvhodn� jší velikost � ástic na snímcích 

je p� ibli�n �  2 - 3 pixely a dráha jejich posunutí mezi jednotlivými snímky je vhodná p� ibli�n �  
5 - 20 pixel� . � ástice by m� ly mít na snímcích kruhový tvar. Podle t� chto po�adavk�  je t�eba 
volit dobu expozice a frekvenci snímání fotografií. 

Jako proudící tekutinu jsem pou�il vodu. Zna� kovacími � ásticemi byli st�íbrné � ástice o 
rozm� ru 10 � m. K osv� tlení byla pou�ita � ervená dioda napájena 12 V s vlnovou délkou 
650 nm. 

Vyhodnocení rychlostních polí jsem provedl v programu MATLAB podle postupu 
popsaného v P�íloze 1. Vzhledem k tomu, �e jsem opakovan�  vyhodnotil rychlostní profil 
parabolického tvaru, jeho� integrál odpovídal pr� toku zm�� eného rotametrem, uznal jsem 
mnou pou�itou konfiguraci a nastavení parametr�  po� izování snímk�  jako vhodné pro PIV 
m�� ení. Toto ov�� ení jsem pova�oval za nutné p�ed pokusy s nestacionárními re�imy 
proud� ní. Celkov�  tak je mo�né prohlásit, �e snímky proud� ní v estanových modelech jsou 
vhodné nejen k vizualizaci proud� ní, ale lze je také vyu�ít k vyhodnocení rychlostního pole 
metodou PIV. 

3.6 Postup m �� ení pulza � ních re�im �  

3.6.1 Zvolené re�imy 
M�� ení proudových polí jsem provedl pro dva re�imy pulza� ního proud� ní. Jednalo se o 

re�imy s periodou délky 12,5 a 25 sekund. Vzhledem k tomu, �e jsem jako proudící tekutinu 
pou�il vodu o hustot�  p� ibli�n �  1000 kg/m3 a pru�né trubice m� ly nominální rozm� r 20 mm, 
jednalo se o re�imy odpovídají Womersleyho � íslu 5 a 7 (definováno rovnicí 2.2.7). 

Obr. 3.5.1 Snímek po� ízený b
 hem stacionárního proud
 ní. 
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3.6.2 Kalibrace a m �� ítka 
P�ed samotným m�� ením jsem provedl ješt�  ov�� ení závislosti deformace na vnit�ním 

tlaku uvnit� trubice a tak zkontroloval výsledky získané zkouškou popsané v odstavci 3.2.3. 
S výhodou jsem vyu�il toho, �e jsem kamerou mohl snímat deformaci a postupným zvedáním 
výtokové nádoby jsem zvyšoval hodnotu statického tlaku uvnit� elastické trubice. Tento 
ode� et jsem provedl pro p� t r� zných výšek po 10 cm a zjistil tak lineární závislost (Graf 
3.6.1) mezi tlakem a deformací trubice. Krom�  toho jsem ješt�  p�ed samotným m�� ením 
provedl nasnímání posuvného m�� ítka, abych získal m�� ítko pixel/mm pro p�epo� et 
vzdáleností na snímcích a ve skute� nosti. 

3.6.3 Snímání jednotlivých re�im �  proud � ní 
Pro m�� ení jedné periody pulza� ního proud� ní jsem v�dy volil délku záznamu 

po�ízeného kamerou v� tší ne� je délka jedné periody. Pro ka�dý re�im jsem nechal 
pulzátorem generovat deset period a kamerou jsem po�ídil záznam od po� átku osmé periody 
p�es dobu trvání celé jedné periody. Takovýmto zp� sobem jsem dosáhl vyvinutého chování 
kapaliny, které v prvních periodách po klidovém stavu vykazovalo ur� ité nesymetrické jevy.  

Pro p�ehlednost uvádím tabulku s p�ehledem základních parametr�  snímání pro oba 
re�imy proud� ní. 

 

Délka 
periody [s] 

Womersleyho 
� íslo [1] 

frekvence 
snímk�  [Hz] 

po� et 
snímk�  [1] 

doba 
expozice [� s] 

délka 
záznamu [s] 

25 5 200 6000 1736 30 

12,5 7 200 3272 1736 16,36 

 

 
Je z�ejmé, �e pro delší periodu je zapot�ebí nasnímat delší záznam, co� klade nároky na 

pam��  kamery. Vzhledem k metod�  zpracování je však také mo�né nesnímat záznam celý, ale 
jen v ur� itých � asových okam�icích. Pro periody významn�  delší ne� 25 sekund by takový 
postup byl nutný. 

Tab. 3.6.1 Základní parametry snímkování. 

Graf 3.6.1 Závislost pr	 m
 ru trubice na statickém tlaku. 
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3.7 Zpracování nam �� ených dat 
Vyhodnocení nasnímaných obrázk�  vede k získání vektor�  rychlostí. Nejprve se 

provádí výpo� et posunutí v pixelech, poté se tento výsledek násobí m�� ítkem m/pixel a poté 
ješt�  � asovým m�� ítkem vyplývajícím z frekvence snímání. Celou proceduru lze provád� t ve 
speciálních komer� n�  distribuovaných programech, nebo ji lze naprogramovat nap�íklad 
v programu MATLAB. 

Pro své pot�eby zpracování jsem provedl nejprve základní operace výpo� t�  na daných 
snímcích v komer� ním programu FlowManager 4.41.11 (2004) od firmy Dantec 
Dynamics A/S (odstavec 3.7.1) a poté jsem jednotlivá vektorová pole exportoval do programu 
MATLAB verze 7.2.0.232 (R2006a) od firmy The MathWorks, inc. a v tomto programu jsem 
provedl další zpracování t� chto výsledk�  (odstavec 3.7.2). 

3.7.1 Vyhodnocení v programu FlowManger 
Pro popsání pr� b� hu tvaru rychlostního profilu v pr� b� hu periody jsem zvolil 25 

� asových okam�ik� 6. V ka�dém � asovém kroku jsem p� i vyhodnocování vycházel ze 40 
snímk� , je� jsem podrobil takovým statistickým úpravám, �e je dále pova�uji za pr� m� rné 
reprezentanty daného � asového kroku. 40 snímk�  p� i frekvenci 200 Hz odpovídá dob�  trvání 
0,2 s. 

V programu FlowManager jsem pro ka�dý re�im vytvo� il samostatnou Databázi a 
samostatný Projekt, v tomto Projektu jsem vytvo� il 25 Setup� , pro ka�dý � asový krok. Do 
ka�dého Setupu jsem na� etl 40 snímk�  a z nich následujícím postupem vyhodnotil 1 pole 
vektor�  rychlostí. 

Ze všech 40 snímk�  reprezentujících jeden � asový okam�ik jsem nechal vypo� íst 
pr� m� rnou hodnotu v ka�dém pixelu snímk�  a takto vytvo� il snímek reprezentující pozadí 
signálu s potla� ením jednotlivých pohybujících se � ástic. Poté jsem od ka�dého snímku 
ode� etl toto pozadí a tím získal snímky s lepším pom� rem signálu � ástic a šumu pozadí. 

Na t� chto 40 snímkách jsem aplikoval metodu adaptivní korelace, která v�dy vypo� te 
nejpravd� podobn� jší posunutí v dané oblasti mezi dv� mi snímky. Proto�e jako vstup pro 
adaptivní korelaci je nutné zadat dvojici snímk� , zadal jsem nejprve dvojice snímk�  1-2, 3-4 
a� 39-40 a poté dvojice 2-3, 4-5 a� 38-39.  

 
 

                                                 
6 Perioda byla rozd� lena na 25 stejných � asových interval�  a po� átek ka�dého z t� chto interval�  jsem 

pova�oval za jeden � asový okam�ik (nebo té� � asový krok). 
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Takto lze ze � ty� iceti snímk�  vytvo� it celkem 39 dvojic po sob�  následujících snímk� , 

na n� � jsem aplikoval metodu adaptivní korelace a získal tak pro ka�dý soubor 40 snímk�  39 
rychlostních polí. Tato rychlostní pole jsem zpr� m� roval a získal tak reprezentativní 
rychlostní pole pro daný � asový krok zobrazený na obr. 3.7.2. 

 

 
 
 
 

Obr. 3.7.1 Strom zpracovávaných dat v programu FlowManager. 

Obr. 3.7.2 Rychlostní profil pro jeden � asový krok. 
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Tímto postupem jsem pro dobu trvání jedné periody zpracoval všech 25 � asových 
krok� 7 a výsledných 25 rychlostních polí jsem vyexportoval pro další zpracování v prost�edí 
MATLAB ve form�  strukturované prom� nné. 

3.7.2 Zpracování v prost � edí MATLAB 
Zpracování výsledk�  jsem provád� l odd� len�  pro ka�dý ze dvou re�im�  proud� ní. 
V pracovním prost�edí MATLAB jsem ulo�il exportovanou prom� nnou a definoval 

novou matici, do které jsem ulo�il 100 hodnot rychlostí v závislosti na sou�adnici polom� ru a 
to v celkem 25 � asových krocích. 

Na obr. 3.7.2 je zobrazené celé rychlostní pole v jednom � asovém okam�iku. Abych 
z tohoto pole získal jeden vektor reprezentující rychlostní profil, zpr� m� roval jsem hodnoty 
odpovídající stejné sou�adnici polom� ru trubice. P�ed samotným pr� m� rováním jsem hodnoty 
podrobil filtru s vahou mediánu (extrémn�  se vymykající hodnoty byly nahrazeny mediánem). 
Neuva�oval jsem rychlosti na hranici snímku a le�ící mimo trubici. 

 
Z exportované prom� nné jsem tuto matici získal takto: 

 
 for j= 1:25 
    for i = 1:100 
          a(i,j)=mean(medfilt1((FMInput{j,2}.Vec.U(i+16,2:24)),4)); 
    end 
 end 
 

Tato � ást zdrojového kódu p�edpokládá p�ítomnost prom� nné FMInput v pracovním prostoru 
prost�edí MATLAB. 

 
Vzhledem k tomu, �e mým cílem bylo vyhodnotit tvary rychlostních profil� , absolutní 

hodnoty rychlostí jsem normoval jejich nejv� tší hodnotou (po filtrování extrém� ). Tato norma 
umo�nila zobrazení ploch rychlostních polí v rozmezí od -1 do 1. Stejnou normu jsem uplatnil 
i na plochy rychlostních polí vypo� tené z analytického �ešení podle rovnice 2.3.21. Ve 
výsledcích (kapitola 4) uvádím nejen tyto plochy polí rychlostí, ale také odchylky 
vypo� tených a nam�� ených hodnot, které jsou rozdíly normovaných polí rychlostí. Tyto 
odchylky nejsou dále normovány (nap�. hodnotou vypo� tené rychlosti v daném míst�  a � ase) 
a mohou tak teoreticky nabývat hodnoty od -2 do 2. 

Z prost�edí programu MATLAB jsem provedl export jednotlivých výstup�  (graf� ) pro 
tuto práci, kterými jsem postihl charakter získaných dat z m�� ení a porovnal jej s vypo� tenými 
hodnotami. 

 
 
 

                                                 
7 Termín „� asový krok“ by byl lépe vysti�en pojmem „� asový okam�ik“, dále však uvádím „� asový 

krok“, který odpovídá b� �n �  u�ívané terminologii.  
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4 Výsledky 
V této kapitole uvádím výsledky experimentu a výsledky získané výpo� tem. 

V podkapitole 4.1 formou graf�  uvádím výsledky zobrazené jako plochy normovaných 
rychlostí. V další podkapitole (4.2) jsou jednotlivé normované rychlostní profily zobrazené 
p�es sebe. Podkapitola 4.3 se v� nuje odchylkám tvar�  rychlostních profil�  nam�� ených a 
vypo� tených. P�edevším odchylky tvar�  rychlostních profil�  diskutuji v záv� ru této kapitoly 
(podkapitola 4.4). 

4.1 Pole rychlostí 
Uvádím získané rychlostní profily pro sinusový pr� b� h objemového toku. V rozsahu 

jedné periody jsem vyhodnotil 25 rychlostních profil� . Provedl jsem m�� ení pro dva re�imy 
odpovídající bezrozm� rnému frekven� nímu parametru 5 a 7. Vypo� tené tvary rychlostních 
profil�  (podle rovnice 2.3.21) pro tyto hodnoty Womersleyho � ísla uvádím pro srovnání 
s daným rychlostním polem získaným experimentáln�  v grafech 4.1.1 a 4.1.2. 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 

Graf 4.1.1 Vypo� tená pole rychlostí: a) vlevo pro �  = 5; b) vpravo pro �  = 7. 

Graf 4.1.2 Nam
� ená pole rychlostí: a) vlevo pro �  = 5; b) vpravo pro �  = 7. 
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Z t� chto graf�  je z�ejmý charakter proud� ní p� i r� zných frekven� ních parametrech. Pro 
�  = 5 jsou charakteristické jednotlivé rychlostní profily podobné parabolám, zatímco pro 
�  = 7 za� ínají mít rychlostní profily obdélníkový tvar, který je charakteristický menšími 
rychlostními gradienty ve st�edu trubice a naopak vyššími rychlostními gradienty u st� n. 

Pro zm�� ené rychlostní pole je typická absence hodnot rychlosti na st� n� , vzhledem 
k mo�nostem metody PIV jsem vcelku chaotické hodnoty nemající fyzikální význam vypustil, 
a v grafech je neuvádím. 

4.2 Tvary rychlostních profil �  
Tvary rychlostních profil�  z jednotlivých � asových krok�  zobrazuji p�es sebe za ú� elem 

snazšího porovnání jednotlivých pr� b� h� . 

 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

P� i takto zobrazených výsledcích experimentu je z�ejmé, �e v p�ípad�  nam�� ených dat 
pro �  = 5 došlo k nep�esnostem v m�� ení (nehladké rychlostní profily v grafu 4.2.2 vlevo). 
Z výsledk�  m�� ení rychlostí pro �  = 7 je z�ejmá nesymetrie periody vzhledem k nulové 

Graf 4.2.1 Vypo� tené tvary rychlostních profil	 :  vlevo pro �  = 5;  vpravo pro �  = 7. 

Graf 4.2.2 Nam
� ené tvary rychlostních profil	 : vlevo pro �  = 5; vpravo pro �  = 7. 
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rychlosti. Všechny tvary rychlostních profil�  dosahují v kladné sm� ru maximáln�  hodnoty 0,8 
(v horní � ásti grafu 4.2.2 vpravo)). Jak jsem zmínil v p�edchozím odstavci (3.7.2), hodnoty 
rychlosti na st� n�  jsem vypustil, nicmén�  i z grafu 4.2.2 vpravo je z�ejmé, �e je problematické 
postihnout vysoký rychlostní gradient v blízkosti st� ny. 

4.3 Odchylky m �� ení od vypo � tených hodnot 
Provedl jsem srovnání vypo� tených a nam�� ených tvar�  polí rychlostí. Od vypo� tené 

normované rychlosti jsem ode� etl odpovídající nam�� enou normovanou  rychlost, výsledné 
pole jsem zobrazil pro ka�dý re�im proud� ní.  

 
 
 

Z t� chto ploch odchylek jsem vybral charakteristické k� ivky pro pr� b� h rychlostí v ose 
trubice, v 1/4 pr� m� ru trubice a v 1/10 pr� m� ru trubice.  

 
 

 

Graf 4.3.1 Odchylky nam
� ených a vypo� tených normovaných rychlostí:  vlevo pro �  = 5;  
vpravo pro �  = 7. 

Graf 4.3.2 Odchylky nam
� ených a vypo� tených normovaných rychlostí v ose trubice 
v pr	 b
 hu periody: vlevo pro �  = 5; vpravo pro �  = 7: Zelen
  - vypo� tená rychlost; 
Mod� e - nam
� ená rychlost; � erven
  - odchylka vypo� tené a nam
� ené normované 

rychlosti. 
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P�esto�e pr� b� hy nam�� ených rychlostí jsou pom� rn�  hladké, v pr� b� hu periody 

vykazují ve všech t�ech pozicích p� i obou re�imech proud� ní strm� jší pr� b� h ne� vypo� tené 
rychlosti a to jak p� i kladné, tak p� i záporné zm� n�  rychlosti. 

 

Graf 4.3.3 Odchylky nam
� ených a vypo� tených normovaných rychlostí v 1/4 
pr	 m
 ru trubice v pr	 b
 hu periody: vlevo pro �  = 5;  vpravo pro �  = 7: Zelen
  - 
vypo� tená rychlost; Mod� e - nam
� ená rychlost; � erven
  - odchylka vypo� tené a 

nanam
� ené normované rychlosti. 

Graf 4.3.4 Odchylky nam
� ených a vypo� tených rychlostí v 1/10 pr	 m
 ru trubice 
v pr	 b
 hu periody: vlevo pro �  = 5; vpravo pro �  = 7: Zelen
  - vypo� tená rychlost; 
Mod� e - nam
� ená rychlost; � erven
  - odchylka vypo� tené a nam
� ené normované 

rychlosti. 
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4.4 Diskuze výsledk �  
Z prezentovaných výsledk�  je mo�né usuzovat na dva mo�né zdroje odchylek 

nam�� ených dat a vypo� tených hodnot rychlostí. V první �ad�  tyto odchylky mohou být 
zp� sobeny tím, �e se nepoda� ilo zajistit p�edpokládaný pr� b� h proud� ní. Druhým mo�ným 
zdrojem odchylek je chyba m�� ení, toti� odchylka, která by vznikla i v p�ípad� , �e by 
v modelech skute� n�  nastalo p�edpokládané proud� ní. 

4.4.1 Odchylky vlivem odlišného charakteru proud � ní 
Je z�ejmé, �e se v p�ípad�  re�imu pro �  = 7 nepoda� ilo dosáhnout v � ase symetrického 

proud� ní. Na grafu 4.2.2 vlevo je vid� t, �e proud� ní v kladném sm� ru nedosáhlo takové 
rychlosti jako p� i te� ení v opa� ném sm� ru. Toto je mo�né práv�  z d� vodu uvedených 
v odstavci 3.3.3. P�edevším je pak vhodné uva�ovat pr� b� h tlaku na pístu podle grafu 3.3.9, 
který dává odchylky stejného charakteru jako nam�� ená data. Je tedy mo�né napo� íst 
korigované rychlostní pole a to op� t porovnat s nam�� enými daty (výpo� et pomocí sou� tu 
�ešení, kdy by díl� ími � ídícími tlakovými gradienty byly � leny Fourierova rozvoje funkce 
tlaku uvedené na grafu 3.3.9 podle odstavce 2.2.2.3). 

4.4.2 Odchylky vlivem chyby m �� ení 
V grafu 4.2.2 vlevo je z�ejm�  vid� t, �e n� které rychlostní profily jsou z � ásti hladké a 

z � ásti vykazují zna� né rozdíly p� i malé zm� n�  sou�adnice polom� ru. To je zp� sobeno slabým 
signálem v této oblasti. B� hem m�� ení došlo ke snímání oblasti, kde byl nedostatek � ástic. 
V situaci, kdy zachycené snímky neobsahují dostatek � ástic, není mo�né b� �ným postupem 
vyhodnocení získat p�esn� jší výsledky. 

Pom� rn�  obvyklým problémem m�� ení metodou PIV je kvalita signálu v blízkosti st� n. 
Jde o odlesky zp� sobené pr� chodem sv� telného no�e a � asto na st� nách také ulpívají 
vzorkovací � ástice a tak dále sni�ují pom� r signálu a šumu. 

4.4.3 Eliminace odchylek 
Z této diskuze vyplývají hlavní úkoly, které je t�eba splnit pro eliminování odchylek 

tvar�  rychlostních profil� . Odchylky vlivem odlišného proud� ní kladou další nároky na 
experimentální tra� . Je mo�né nap�íklad klikový mechanizmus pulzátoru nahradit kulisovým 
(s harmonickou kinematiou). Dále je mo�né v� novat se eliminaci místních ztrát 
v experimentální trati. 

Z hlediska u�ití metody PIV je v budoucnu t�eba d� sledn� ji dbát na volbu a dostate� nou 
koncentraci zna� kovacích � ástic. Za zvá�ení stojí pou�ití florescen� ních � ástic a po� izování 
snímk�  s p�íslušnými barevnými filtry. Tím lze výrazn�  zlepšit pom� r signálu a šumu. 
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5 Témata pro další zpracování 
Na práci, kterou jsem odvedl v rámci �ešení daného tématu, je mo�né navázat 

v n� kolika sm� rech. Jsem p�esv� d� en, �e teoretická pr� prava by m� la v�dy p�edcházet 
experimentálnímu zkoumání, respektive by m� ly jít ruku v ruce. Sm� ry dalšího postupu tak 
v�dy chápu jako komplexní téma jak z hlediska teorie, tak z hlediska provád� ní experimentu. 

 
Bylo by vhodné zabývat se proud� ním v blízkosti st� ny a zárove
  vyšet�ovat pohyb 

samotné st� ny trubice. To p�edpokládá v� tší nároky na optické vlastnosti modelu i proudící 
tekutiny. Je mo�né experimentovat s tekutinami, které budou mít bli�ší index lomu sv� tla 
k indexu lomu sv� tla model� . Tímto lze eliminovat odlesky a chyby vlivem zak� ivení optické 
cesty p� i pr� chodu sv� tla st� nou modelu. 

 
Pro plnohodnotné vyhodnocení pohybu st� ny trubice by bylo ú� elné sestavit v prost�edí 

MATLAB samostatný program. Na základ�  zvoleného kritéria (nap�. gradient intenzity 
sv� tla) by takový program identifikoval polohu st� ny a tu by ukládal pro ka�dý snímek jako 
samostatnou hodnotu do zvolené prom� nné. 

 
Zmín� nou technologii výroby estanových model�  lze vyu�ít také pro sestavení 

komplexn� jší experimentální trat� . Tato tra�  by mohla slou�it pro sledování takových jev� , 
jakými jsou odrazy vln, rychlost ší�ení vln, interferen� ní jevy a jiné fenomény typické pro 
nestacionární proud� ní v systémech tvo�ených elastickými � leny. 

 
Mnou pou�itá technologie výroby pru�ných model�  je také vhodná pro výrobu 

geometricky slo�itých tvar�  (bifurkace, bypass, stenóza, aneuryzma), pro takovou výrobu je 
t�eba zkonstruovat speciální p�ípravek pro rotaci kopyta podle více os b� hem výroby modelu. 
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6 Záv� r 

 ešení diplomové práce p�edpokládalo tyto hlavní úkoly: popis pulza� ního proud� ní 

v trubici kruhového pr�� ezu s pru�nou st� nou, návrh experimentu, výroba model� , samotné 
m�� ení a zpracování výsledk� . Všechny tyto body se mi poda� ilo splnit v plném rozsahu. 

 
Popsal jsem odvození rovnic popisujících pulza� ní proud� ní jak v tuhé tak v pru�né 

trubici. Popsal jsem p�edpoklady a zjednodušení, za kterých bylo toto odvození provedeno a 
do výsledných rovnic jsem dosadil parametry proud� ní odpovídající re�im� m m�� eným 
experimentáln� . Provedl jsem výpo� et a výsledky zobrazil formou graf� . 

 
Navrhl jsem experiment pro m�� ení rychlostního pole v pru�ných modelech pomocí 

metody PIV (Particle Image Velocimetry), p� i� em� jsem vyu�il p�ístrojového zázemí naší 
laborato�e a díl� í � ásti jsem zhotovil dle vlastního návrhu (m�� ící nádoba, usazující trny pro 
pru�né modely). Sestavil jsem kompletní funk� ní experimentální tra�  pro stacionární re�imy a 
upravil tra�  pro nestacionární re�imy tak, aby v ní bylo mo�né prom�� ovat proud� ní 
v modelech s pru�nou st� nou. 

 
Základním kamenem experimentu jsou pru�né modely, jejich� výrobu jsem zvládl dle 

p�evzaté technologie. Zjistil jsem pot�ebné parametry pro metodiku výroby (koncentrace 
rozpušt� ného estanu, doba tuhnutí) a sestavil za�ízení pro osovou rotaci model�  b� hem jejich 
výroby. V tomto za�ízení je mo�né vyráb� t modely r� zných délek a pr� m� r� . Jsem nyní 
schopen vyrobit jakýkoliv pru�ný model válcové trubice vhodný pro m�� ení optickými 
metodami.  

 
Provedl jsem m�� ení pro dva re�imy pulza� ního proud� ní a vyhodnotil jsem rychlostní 

pole. Pro m�� ení jsem pou�il vybavení naší laborato�e a software komer� n�  distribuovaný, 
nebo vytvo�ený mnou a mými kolegy. Výsledky jsem porovnal s analytickým �ešením s tím, 
�e odchylka m�� ení od vypo� tených hodnot má p� ibli�n �  konstantní pr� b� h v rámci celého 
objemu trubice, krom�  oblastí v t� sném kontaktu se st� nou. Ze snímk�  po�ízených b� hem 
m�� ení je mo�né vyhodnotit i deformaci st� ny. V diskuzi výsledk�  jsem upozornil na mo�né 
d� vody odchylek m�� ení od vypo� tených hodnot. 

 
Popsal jsem další mo�né sm� ry, kterými je mo�né navázat na práci, kterou jsem v �ešení 

diplomové práce odvedl. 
 
Nad rámec zadání diplomové práce jsem b� hem práce na tomto tématu spolupracoval na 

�ešení grantu GA � R 101/05/0675 Teoretická a experimentální optimalizace cévních 
rekonstrukcí z hlediska hemodynamiky zprávou Testování modelu s pru�nou st
 nou a 
vizualizace proud
 ní (18 stran). 

Jako spoluautor jsem se podílel na výzkumné zpráv�  Proudové pole v distální end-to-
side anastomóze femoropopliteálního bypassu p� i nestacionárním proud
 ní (14 stran). 
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Dále jsem spolupracoval na �ešení grantu Inovace stávajících a zavedení nových 
laboratorních úloh v p�edm
 tu Nestacionární proud
 ní a hemodynamika FRVŠ 2460/2007, 
v rámci kterého jsem vytvo� il funk� ní laboratorní úlohu pro m�� ení závislosti pr� toku na 
tlakových pom� rech systému s kolabilním � lenem, na této experimentální trati ji� prob� hly 
úsp� šn�  laboratorní úlohy dvou ro� ník�  p�edm� tu Nestacionární proud� ní a hemodynamika. 

V roce 2008 jsem se ú� astnil konference ST� , kde jsem výsledky své práce prezentoval  
p�ísp� vkem do sborníku M
� ení proudového pole v pru�ných modelech (6 stran) a posterem. 
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P� ílohy 
K diplomové práci p� ikládám p�ílohy, na které jsem se v textu odkazoval, je� poskytují 

podrobn� jší informace k jednotlivým díl� ím problém� m, kterým jsem se v� noval. 
P�ílohy jsem zpracoval v pr� b� hu minulých let a byly samostatn�  uvedeny v rámci 

�ešení grantu Inovace stávajících a zavedení nových laboratorních úloh v p� edm
 tu 
Nestacionární proud
 ní a hemodynamika, FRVŠ 2460/2007. 

 
Seznam p�íloh:  
 
P�íloha 1: Vyhodnocení 2D rychlostního pole metodou PIV programem Matlab (6 stran). 
 
P�íloha 2: Po� izování snímk�  kamerou Lu175M (1 strana). 
 
P�íloha 3: M�� ení metodou Time Resolved PIV (4 strany).  
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P� íloha 1: Vyhodnocení 2D rychlostního pole metodou P IV 
programem Matlab 
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P� íloha 2: Po � izování snímk �  kamerou Lu175M 
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P� íloha 3: M �� ení metodou Time Resolved PIV 
 
 
 


